A. Taik Cours AN3 LST-MI

Cours: Equations aux Derivées Partielles
M éthodes des Diférences Finies

Préface.Ce cours est une engte de pratigue des techniques ésolution nurarique des diffrentes
classes cBquations aux @rivees partielles (elliptiques, paraboliques et hyperboliques). L'accent
sera mis sur la programmation de €has nurériquesa des probkmes pratiques dans I'iggierie

et les sciences physiques. l&solution comprendra la @thode des diffrences finies et la@thode
des caractristique pour les EDP hyperboliques. Pratiquement, elles seront pleinemergegilis
en MATLAB et ses fonctionnai de programmation.
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1. Introduction

Leséquations auxarivees partielles (EDP) sont omnggentes dans toutes les sciences, puisqu’elles
apparaissent aussi bien en dynamique des structueesmugue des fluides que dans lesatties de

la gravitation ou de Blectromagatisme (Exemple: lesquations de Maxwell). Elles sont primor-
diales dans des domaines tels que la simulat@oreautique, la synése d’images, la prvision
météorologique, la @mographie, ou les finances. Enfin, é&gguations les plus importantes de la
relativite gerérale et de la fecanique quantique soagalement des EDP. Ce sont degiations
indispensables pour I&solution de presque la tot&@itles prol#mes dans ces domaines.

Nous pouvons citer par exemple:

1. I' equation de Schrdinger indispensabla mecanique quantiques. 24 44/ 2% — U (x)u = 0

z

2. I'équation d’advection quiétrit comment une quangtitest transpoge dans un courant (par
exemple un poluant dans de I'ead:(xz, t) + 2% (xz,t) = f(z,t), c étant la viesse du milieu
qui est souvent une constante.

3. I'équation de Black-Scholes utiis en finances:

0 2 92 0 — 0o — -
S+ S% a5 +rSgg —rc=00uc = c(t,S) estun prix e, r des constantes.

4. L équation d’ondes decrivant lesgfonenes de propagation des ondes sonores et des ondes
électromagatiques comme la lurare dans des milieux comme l'air ou le vide physique:
1 0%u __ 9%u 9%u v __ 1 8%u £ ~lArite
Au — 2w = 0= o Topt oz = 2o Le nombre c re@sente la &lérité pour le cas
de la lumere ou la vitesse de propagation de I'onde u.

5. L' équation de Fourrier oequation de la chaleur qui decriél/olution de la tem@rature en
. 2 2 2 2 . - s
fonction du temps et de I'espacgs + 54 + 9% = 194 | e nombren est appet diffusivite

. . Oy
thermique du milieu.

Certaines de ces EDP ogie reésolues analytiquement et leurs solutions sont connues. Toute-
fois, un nombre important d’autres existent sans solutions analytiques. C’est dans cette optique
gue les recherches se sont parehsur les gthodes nur@riques pour arrivea approximer les
solutions de cegéquations.

Notons que malgr ces efforts inéniables, il n'existe pas deéthodes universelles pour la
résolution nurérqgiue des EDP. L'algorithme de&solution @pend tés étroitement du type de
probleme poé. C’est pour cela que nous allons restreindre notre changisd#. On exigera
gue I'équation satisfasse quelques pref$ comme ldinéarité pour que la &solution soit possi-
ble.

2. Definition

En matlematiques, plus pcigment en calcul diéfrentiel, uneéquation aux drivées partielles
ou équation diferentielle partielle (EDP) est ureguation dont les solutions sont les fonctions
inconnues @rifiant certaines conditions concernant leuesictes partielles. C’est uriequation
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matlematique contenant en plus de la variaidpehdanteu dans les cas suivants) des variables
indépendantesz,y,...) € R™ et une ou plusieurséativées partielles qu'on pewcrire sous la

forme:
ou Ou 0*u 0%*u

('Qj?y? 7u7 ax7 ay? ax27 ayQ?

) =0,

Exemple

« I'équation aux @rivees partielles — 2% = 0 qui admet comme solutionsi(z, y) =
(z+v)3, u(z,y) = sin(z — y),. ..

e I'équation de la Laplac&u = 0, en dimensions 2 2D, qui admet aussi au moins deux
solutions dontu(z, y) = 2? — y? etv(x,y) = e®sin(y)

les conditionsétant moins strictes que dans le cas d'@siation diferentielle ordinaire; les
problemes incluent souvent des conditions aux limites qui restreignent I'ensemble des solutions.
Pour assurer donc I'uni@tde la solution, comme on le fait avec kguations diférentielles or-
dinaires,EDO, on tiendra compte des conditiongdonrees comme lesonditions aux limiteset
lesconditions initiales

Classification des EDP lireaires du £cond ordre

Comme il est dit haut, il n’existe pas deéthodes universelles pour lasolution des EDP, nous
allons nous contenter de celles qui sonédires et duécond ordre.

Quand on pos& = (x1, s, ..., z,,) € R™, uneéquation aux érivees partielles duesond ordre
sera de la forme:

B =G(X
- ; 0x 8% Z axl )+ Cu = G(X)

= =1

avecA, ;, B;, C, G des fonctions indpendantes de ne s’annulant pas toutes simuléament dans
R". Si nous nous limitons darig?, c'esta dire X = (z,y) € R? I'égalie pecedemment pd=
prend la forme de:

0*u 0%*u 0%*u ou 0

u
A8x2+38xay+03 +D£+an+FU—G(JJ,y) (2.1)

La classe d’'une tellequation estétermirée par le calcul de
A= BQ(l"myo) — 4A(w0, y0)C(0, Yo)

e SiA <0, on parle d’uneequation elliptique,
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e SiA =0, 'EDP est dite parabolique,
e SiA > 0, on a unequation hyperbolique.

Résoudre num@riquement un exemple pour chaque typegaiation aux érivées partielles sus-
mentionreés constituera nos projets dans ce rapport.

Remarque:

Notons que les &thodes nur@riques passent toujours par des diisations des probimes an-
alytiques en des probies nurariques et qu'il existe une infirditdes réthodes de disétisation
d’'une équation. Nous ne pouvons jamais &simerer toutes mais les plus couramment étiés
pour la Esolution deg€quations aux&rivées partielles sont:

1. La méthode des diffrences finies,
2. La méthode deg&lements finis,
3. la méthode des volumes finis,
4. la méthode des caraatistiques.

Mais sachez que nous n’utiliserons ici que lathode deslifferences finies

La méthode consista remplacer les @tivées partielles par des diffences divises ou combi-
naisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds
du maillage. L'avantage de cetteéthode est qu'il y a une grande simpleiti’ecriture et un

faible cot de calcul. Elle est couramment pratique et facile &accElle repose sur deux no-
tions : la discetisation des ograteurs de&rivation ou diferentiation et la convergence du &aima
numérique ainsi obtenu. Son incoewient est qu’on se limita des @onetries simples, et qu'il y

a des difficulés de prise en compte des conditions aux limites de type Neumann.

Maillage:

Puisqu’on avoqte le motmaillagedans le paragraphe guedent et qu’'on en aura tout le temps
besoin, @finissons-le ici.

On appelle maillage un ensemble de points du domainea@ieitibn sur lequel on va appliquer

la méthode des diffrences finies. Pour une applicaticgfidie sur un segment d®, on ajoutera

en ¢eréral les deux exémites du segment; pour un maillage en dimensioresepre, on sera
amere a choisir,eventuellement, des points du contours du domaineédi@ition. On appelle

le pas du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins. En dimension 1,
cela se simplifie en diffrence des abscisses. Ce pas n’'est passsairement constant, il peut
mémeeétre judicieux de ne pas le fixer comme tel. Le pas (global) de I'approximationepreut

déefini comme le plus grand pas du maillage. Ainsi, si ce pas global tend vers 0, cela veut dire

Département de Ma#imatiques 7
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gue la épartition des points du maillage dans I'intervalle choisi tarsa faire sur tout le domaine
d’étude par dengt

Exemple Pour un intervalle de validit[0, 2], avecn le nombre des pas, on auta- 1 points qui
sont donis par la relation;; = ¢ x h avech = % constantp < < n.

Notation indicielle:

Durant ces projets nous utiliserons souvenhdaation indicielle C’est pourquoi nous voulons

en rappeler le principe. si est un des vecteurs de base duerep(quadrillage) disétis, nous
noterons le poink(z), qui est lai*" abscisse par; et de néme laj“¢ ordonréey(j) sera nod

y; et siu est maintenant la fonction, ici la solution dédjuation aux @rivees partielles&endant
seulement des variables de I'espace, on remplageray,) paru, ;. Si, en plus des variables de
I'espace, il existe une variable temprellé) = ¢, alors la fonctionu(z;, y;, t) sera noéeuy ;.

En résun®, les indices des variables spatiales resteront en indices et celui du temps sera en ex-
posant. C’est ce qu’on appeleranatation indicielle

Département de Ma#imatiques 8
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Chapitre 1

Resolution d’'une EDP elliptique

1. Discretisation de 'EDP:;

u
75+ 53 =0 V(@,y) € [a,8] x [c,d]

On prendra, eth, les pas de disétisation des intervalles, b] et|c, d]

1. Discrétisation de l'intervalléa, b]
h, = bn‘—a (n,. étant le nombre d’intervalles dars, b])
=sz(i)=x;,=a+1Xhy, i=0,1,--+ n,

2. Discrétisation de l'intervalléc, d]
hy, = dn—j (n, étant le nombre d'intervalles dars d))

=y()=yj=c+jxhy, j=01---,ny
Remark 1. : Constatons que; 1 = a + (+ + 1)h, = (a + th,) + h, = x; + h,. Dans la suite,
nous remplacerons chaque fais+ h,, z; — hy, y; + hy, y; — h, SUc@ssivement par; 1, x;_1,
Yi+1y) Yi-1-

1.1. Meéthode des diferences finies:

Cette nethode consista approximer les &rivees partielles d’'unéquation au moyen des devel-
oppemets de Taylor et ceci seduit directement de laédinition de la @rivee.

Soit f(x, y) une fonction continue etadivable de class€, alors la @rivée partielle pgmiere de

f par rapport x est calcudée par la formule:

! . f(x+hx>y)_f($7y)
folz,y) = lim h
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Sih, <<< 1, le développement de Taylor au voisinage de Ofde + %, y) donne:
f@+heyy) = fla,y) + ha 2L +0(h,) ~ f(x,y) + h, 9L avec une erreur de l'ordre de.

~

ox ha

Ceci est appél lesclema avant
De la néme marire, nous pouvons aussi donnestdema arrre qui est de la forme:

af(may> f(x7y>_f<x_hxuy)

SCASAY ZA

8.% hae—0 h‘CE

Avec la formule de Taylor, ceci nous donne:
f@,y) = f(x — heyy) + REED 4 0(h,) ~ f(x — hy,y) + R2EY avec une erreur di,.

N of(x,y)  f(x,y) — f(x — hae,y)

~

ox ha

La somme de ces deux sahas nous donne &hlema cente suivant:

(‘9f(x,y) ~ f(w+hx,y)—f(a?—hx,y)

or 2h,,

En résuné, on a les trois approximations suivantes pourdevée partielle prendére def(z,y)
par rapport x avec la formule de Taylor:

f(@tha,y)—f(z,y) 3
L2The Y)ZJTY) gchema avant

: T+ ha,y) — flz, ea)Sa- : ‘
i) = Jim PRI Z @) J oo serema arrere

. . f(w+hz,y225(w—hzvy) sctema ceni

La déerivee £condef! de f(z,y) sera alors de la forme:

agf N F@iv1,y)—f(iy;)  flay)—fl@io1,y5)

0x? h
or? h2 '

Nous utiliserons toua tour cefgalies dans la suite pour approximer l&gidées partielles.

1.2. Approximation de I'equation différentielle partielle

Soit I'équation de Laplace:

Pu  0%u
Au = —+ — = 1.2
u=0< 922 + e 0 (1.2)
Département de Maématiques 10
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Posonsu(z;,y;) = w;; (en notation indiciellz. Compte énu de la relation 1.1 du paragraphe
précecdent,

Pu Uiy — 25+ uiy

oz h2
Puisquez; et y; jouent un rle syratrique dans Bquation du potentieldg Laplacg, un raison-
nement analogué celui de I'approximation d¢” nous donne:

2
Fu  Uige — 2y + Uiy

oy~ h2

rapportons ces aproximations dans 'EDP 1.2:

Wit = 2y Uizt | Uigin = Qi+ Ui

h2 h2 =0

S Au

Dans ce cas particuliettior, = h, = h, donc, nous avons finalement:

h2

Au =0 & Ytbittigei=dui it _
1=0,1,--- ,n,ety=0,1,--- ,n,

Remark 2. : A chaqueetape, nous@émarquons que pour calculer la valeur dg; au point(z;, y;,)
nous avons besoin de coritra les pointsu;_; j, w; j—1, ui+1,; €tu;+1; comme l'indique le dessin
suivant:

Ui j+1

7 ¥i=14 (329; Uit1,

C’est pour cela que nous appelons cette forntal®rmule a 5 pointsqui peutétre represerie
comme sulit:

1
1
h? ’
1
Département de Ma#imatiques 11
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2. Resolution de 'EDP par la méthode directe:

Exemple:
Soita resoudre Equation de Laplace

Au = 0 dans le domainéz, y) € [0, 20] x [0, 10]
u(z,0) = u(x,10) = u(0,y) = 0 etu(20,y) = 100
he = hy = h € {5,2.5,1.25,0.625,0.3125}

Tout en variant, resoudre cette EDP:
1. En utilisant la néthode directe.
2. En utilisant la néthode de relaxation de Liebmann.

3. Conclure.

2.1. Casah=>5

Ona:h, = ”;—: = n, = ”h‘—; =20 —4etn, = dh—‘yc = 120 = 2 La grille maillée contient alors
(nz+1)x (n,+1) mailles vu que nous avordsrajouter les pointstor; = 0 et ceux @ y; = 0 c’esta

dire les points intersection de la courbe avec les axes. Mais comme les conditions aux limites nous
donnent les images sur les bords, alors les points inconnus restent seulement ceurieil itht
cadrillage. Ce qui fait donc que le nombre d’'inconnues est @lors- 1) x (n, —1) =3 x1=3

Nous obtenons le sy&me de troigquationsa trois inconnues suivant:

—4U171 + U2,1 + 0U3,1 =0
uyy — 4ugy +uz; =0
Oul,l + U1 — 4U371 = —100

Il nous reste maintenaatresoudre le sygime matriciel:A x U = B Avec:

-4 1 0 0 (5N
A= 1 —4 1 , B = 0 ety = U2,1
0 1 —4 —100 Us,1

Avec une des @thodes vues en Analyse Néngue Il fésolution des sysines liaireg, nous
obtnons la solution:

1.786

U= 7143

26.786
Département de Ma#imatiques 12
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2.2. Casa h =25

Nous avons aussit, = &% = 2220 = g etn, = £¢ = 120 = 4, ce qui nous donne un sgshe

)
an=(n, —1) x (n, — 1) =7 x 3 = 21 équationsa 21 inconnues de la forme:

([ —4uyg +ugy Ut =0
upy —4ugy +uzy o Fuge =0
......... +UG71—4U771+“"" = —100
ul,l + ...... — 4u271 + u272 + ...... =

Les conditions aux limites nous ont rangsd avoir la grille suivante dans laquelle nous allons
chercher les inconnus deejuation:

Yy

0 0] 0 0 0 0] 0] 0 0

0 U3, U3,2 U2,3 U3,4 3.5 3,6 3,7 100

0 U2, 1 U2,2 U2,3 U2,4 U2,5 U2,6 U2,7 100

0 1,1 U1,2 U1,3 U1,4 U1,5 U1,6 1,7 100

OO 0 0 0 0 0 0 0 0 X

Avec un petit programme sur Matlab, nous transformons la matfce un vecteurs pour
pouvoir bien esoudre le sygme sans erreur puisque &solution du sysimeAU = B éxige que
U soit un vecteur. Voici le programme qui a agsla transformation:

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

for j=1:ny-1
fori=1:nx-1
v(k)=u(i,j);
k=k+1;
end

end

kkkkkkkkkkkkhkkkkkkhkkhkkhkkkkhkkkhkkhkkhkkhkkkhkkhkkkkhkkkkk

Département de Maématiques 13
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Ce qui nous donne ags, le systme:

(—41)1—|—U2+“-+Ug+ ...... =0
v —4vg+vg+-Fvg =0
......... +U6_4U7+""“:_100
U1+ ...... _4U8+U9+ ...... :O

Il nous reste maintenaatresoudre le sygétme matriciel suivantd x v = B, avec

—4
1
0

1
—4
1

1
1
1
-4 0 1
0o —4 1 1
1
1 1 —4

etB =

0
—100

—100

—100

L'utilisation de la nethode delacobi ou Gauss-Seidelpourrait nous donner les solutions du
syseme. Toutefois, nous allons adapterdaalution directe comme le titre I'indique poé@soudre

ce syséme. voici le programme complet, explgusaisi en Matlab qui nous a permis d’avoir la
matriceU a partir des calculs deédements du vecteut.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkx

clc;clear

h=2.5;

a=0;

b=20;

c=0; d=10;
nx=(b-a)/h;
ny=(d-c)/h;
n=(nx-1)*(ny-1);

%%% (remplissage dedéments de la matrice A)

A=zeros(n);
for i=1:(n-1)
A(i,i)=-4;
A(i+1,i)=1;
A(i,i+1)=1;

Département de Ma#matiques
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if (mod(i,(nx-1))==0)
A(i+1,)=0;
A(i,i+1)=0;

end

end

fori=1:n-nx+1
A(nx-1+i,i)=1;
A(l,nx-1+i)=1;

end

A(n,n)=-4;

%%% (remplissage dedéments de la matrice B)
fori=1:n

B(i)=0;

if (mod(i,nx-1)==0)
B(i)=-100;

end

end

%% % (résolution du sysime Av=B et transformation du vectetien la matricel/).
V =A\B’;

k=1;

for j=1:ny-1
fori=1:nx-1
u(j,=V(k);

k=k+1;

end

end

%%% (cecallage de€lements pour ireer les conditions aux limites)
for j=ny:-1:2
fori=nx:-1:2
u(j.=u((-1),i-1);
end

end

for i=1:nx

for j=1:ny

u(1,i)=0;

u(j,1)=0;
u(ny+1,i)=0;
u(j,nx+1)=100;

end

end

u(1,nx+1)=0;

%% % les vecteurs x ety

Département de Maématiques 15
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x=0:h:b; y=0:h:d;
%% % (affichage la courbe en tenant compte des vecteurs x ,y et de la matrice U)
mesh(x,y,u)

kkkkkkkkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkhkkhkkkhkkkhkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhkkkhkkx

Remark 3. : Pour évaluer le sygtme avec les autres valeurs heil suffit de remplacer 2.5 par
les autres valeurs et compiler le programme, cela donnera la courbe correspondante pour chaque
valeur deh.

Voici en resung, les courbes qu’on obtient en varidnt

la courbe pour h=5 la courbe pour h=2.5 la courbe pour h=1.25

Evolution de la coube en fonction de h

Figure 1.1: Evolution de la courb&u = 0 en fonction de: avec la néthode directe

Malgré que cette thode ait pu nous donner une solution appeeéhl’EDP Au = 0, celle-ci
est obénue par une approximation d%ié etgiyg par l'utilisation de la formule de Taylor tronge
al'ordre 2. Nous avons donc commis une erreur de I'ordré’de
Non seulement cette erreur commise est carsiolle mais le calcul desdéments du vecteur
est de plus en plus couteux eremoire. Par exemple pour, = h, = h = 1.25, la matrice
A € 9(105). Larésolution de ce sydte matriciel aveel une matrice caée(105, 105) nécéssite
une nemoire de 14000 bytes (octets) dans la machine. Or, pour affiner beaucoup plus la solution
numerique vers la solution analytique, nousvdns faire tendré vers zero pour qu’il soit &s
proche de la limite approxige par la rethode de Taylor. Ce qui augmentera encoregi@ssié
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de mémoire et qui risquera de planter la machine sinon nous devons avoir des maatnérasires
gigantesques (qui ne sont pata porée de tout le monde!).

3. Methode de relaxation de Liebmann

Pour emedier le probdme peécdement pas, Liebmann a peesa la nethode igrative deGauss-
Seidelpuisque la matricel esta diagonales dominantes, c’estlire:

|Ai,i|> Z |AZ7J|,V1§Z§TL

=157
3.1. Methode:
Le sclema nungrique obtenu dans la partie 1 de ce projet nous donne:

Uit + Wij1 — iy + Uiprj + Uijr =0

Wim1,j + Wij—1 + Uitr,j + Ui

& Uiy = 1
uF L k41 k k
1 T Wi q T Uiy T Ug i
PN uk+1 i1, i, — T i1, 4]+ (3_1)

Cette néthode est appet méthode iérative deLiebmann Une condition initiale eséxigée,
comme pour toute autreéthode iérative, pour pouvoir commencer le pessus.
Pour cette rathode, on a besoin de seulement 6000 bytes (octets) geaudre le systme au lieu
de 14000 bytes pour la@hode directe, pour = 1.25.
On peut ausskcrire:

uE =k ity g Z“ﬂl,a’ + g

le terme entre crochets est agpedsidusconu comme un ajustement de la vaIeLérqédenteuﬁj
pour avoir la valeurt'

3.2. ldee de Relaxation:

Au lieu d’ajouteréxactement leasidus, on ajoute un terme un peu plus grand en introduisant un
facteur de relaxationv compris entre 1 et 2 pour avoir la nouvelle relation :
k—l—l k+1
+u + uF + ub
Uijlzuﬁj‘i‘wx 11] l4 i+1,5 1,J+1
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w est appdd unoptimum, et il est obtenu, dans les conditions de Dirichlet, par une estimation plus
raisonnable commetant la plus petite valeur des solutions dsliation

(cos T+ cos i)QwQ — 16w+ 16 =0
Ny ny

La résolution de cettéquation du scond @gi€ nous donne:

4
Wopt =
2+ \/4 — (cos .= —kcosnly)2

Nous reprenons ici le @me exercic&non@& au @but du projet et leasoudre en utilisant cette
nouvelle relation. voici, en Matlab, le programi@geompiler ave@ = 0.625. Pour avoir les autres
courbes, il suffit de changer la valeur d@ar les autres valeurs.

kkkkkkkkkkkkhkkkkkkhkkhkkhkkkkhkkkhkkhkkkkhkkhkkhkkkkkkhkkkk

clear; clc;

a=0; b=20;

c=0; d=10;

h=0.625 ;

%%% les vecteursz, oy x=0:h:b; y=0:h:d;
nx=(b-a)/h; ny=(d-c)/h;
c=cos(pi/nx)+cos(pi/xy);
w=4/(2+sqrt(4-C*C));
u=zeros(ny+1,nx+1);
v=zeros(ny+1,nx+1);

for j=2:ny

u(j,nx+1)=100;

end

while (abs(norm(u-v) 1e-6))
V=u;

for j=2:nx

fori=2:ny

u(i,j)= u(i,j)+wla*(u(i+1,j)+u(-1,j)+ui,j+1)+uij-1)-4*u(ij));
end

end

end

mesh(x,y,u)

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkhkkkhkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkx

\oici les courbes@presentatives pour chaque valeuhde
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h=5 h=25 h=1.25

Figure 1.2: Evolution de la courb®&u = 0 en fonction de: pour la nméthode de relaxation

Conclusion

Nous remarguons que les deuktmodes convergent et tend@nfiormer une vraie courbe spatiale
quandh tend vers zero. Ce qui est en commun accord avec les approximationsicarst 1,
les approximations de Taylor sont presdgales aux érivées partielles respectives. Il faut donc
tenir compte de la valeur deet ne lui attribuer une valewr son ge. Il est aussa noter qu’avec
la méthode de relaxation le prabhe de remoire qui &t un fEau dans la gthode explicite est
résolu puisqu’on est passl’'un besoin en Emoire de 14000 bytes pour lathode direct@ 6000
bytes pour la rathode de Liebmann avéc= 1.25. Cette néme néthode de relaxation de Lieb-
mann converge vite que lagthode directe, ceci se voit par comparaison simple des figures.
Le choix de la nethode compte aussi plus pour mieux meneré&solution nurgrique d’'une
équation aux @rivees partielles.
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Chapitre 2

Réesolution d’'une EDP parabolique

Enonce;

Soita resoudre Equation de la chaIeL%H = a 2 aveca € R fixe. Consiérons le sygime:

du _ K 9u
ot ~— cp Ox? _ [ ]
100z six € |0, 1
(2,0) = { 100(2 — z) siz € [1,2]
u(0,t) = u(2,t) =0

Prendrex = 0.13, ¢ = 0.11, p = 7.8g/cm?, Am = 0.25. At sera dona par les conditions de
stabilite cefinies par l'irequation:r = £ At < =. La solution analytique est doéa par:

cp Ax?
1 2 1 —1
Uexact(aj t) = 800 x Z m X COS 7T( n + 2)(.1' ) v 6_0'3738(2n+1)2t

1. Utiliser la méthode directe (&thode explicite) en supposant> ; puisr < 1. Que

constatez-vous?
2. Utiliser maintenant la ithode de Crank- Nicolson et faites varierl&Que constatez-vous?
3. Comparaisons deséathodes:

(a) Comparer, en fonction de graphiquement,q.;(0.25, t) €ty (0.25, t) PUiSUezqaer (0.75, 1)
et g, (0.75,1)

(b) Méme question pour,,...(x, 0.99) etugy,(x,0.99) puis
Uezact (T, 1.98) €tugy,(z, 1.98)

4. Conclure.

20
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1. Discretisation de I'espace et du temps:

1.1. Discietisation de I'espace:

Nous devonsésoudre notré&quation aux drivees partielles dans I'espace compris entre 0 et 2
avec un pag\z. Pour passer donc trouver le pointa partir du pointc;_;, nous devons ajouteér
ce dernier le terméz, de sorte que nous avons:

;

T = T + Ax

Ti_1 = Ti_a + Ax
=94

To =11 + Ax

1 = 29+ Az

\

En sommant membreésmembres legquations ainsi obtenues et apisimplifications, nous trou-
vons:
ri=x0+ (i — 1+ 1)Ax = x4+ iAx or zy n'est autre que le point de l'intervalle[a, b], donc,
finalement:

ri=a+iAx, 1 <i<n,

avecn, = %4 = 2

1.2. Discietisation du temps:

Notre équation, c’est dire le proéssus deésolution doit se refaire dans un intervalle de temps
égala At jusqua arriveraT,,,,. Pour passer dg at;,, nous devons chanque fois ajoutekt a

t;. Par un raisonnement pa&aurence comme @eédemment, nous tirons; = jAt cart, = 0 et
correspond l'instant = 0.

t; = jAt, 1 < j < n, avecn, = Lna=

2. Programmation de la solution analytique:

Soit:

1 2 1 —1
Uegact (T, 1) = 800 X Z m « cos (2n + 2)(:1: ) o 03TISn 1

Puisque nous sommes en analyse arique et non en analyse fondamentale nous devons savoir
gue nous ne travaillons qu'avec des points d’'un maillage et non dans tout le domaine comme on
aurait cru le faire. Pougvaluer la valeur nuérique deu....; pour tout point appartenant dans la
grille, nous devons faire une boucle qui, pour chaque gaint;), calculeuc,qq (4, t;).

Posonsxo = 100 acceptable en analyse néangue, nous avons donc le programme suivant qui cal-
cule leselements de la matricerepesentanéxactement les valeurs déz;, t;) dans le cadrillage.
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kkkkkkkkkkhkkhkhhkhkhkhkhkhkhhkhkkhkkkkkkkkkkx

clc; clear;

k=0.13;c=0.11; p=7.8;dx=0.25;

r=1/4

dt=dx*dx*c*p*r/k;

Tmax=100*dt;%%(Nous avons fait Tmax un multiple de dt pour qu’en le divisant par dt, nt soit
toujours un entier, car sinon le programme ne compilera pas)%
cla=0; clb=0;

a=0;b=2;

nx=(b-a)/dx;

nt=Tmax/dt;

x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;

% *kkkkkkkkkk |a SO|UtIOn analythue *kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
v=zeros(nx+1,nt+1);

n=0;

while(n < 100)

fori=1:nx+1

for j=1:nt+1

w(i,j) = v(i,7) +800% 1/(pi®* (2% n+1)?) *xcos(pi* (2xn+1)* (z(i) —1)/2) * exp(—0.3738 *
(2% 0+ 1) % £()));

v(i,j)=u(i.j);

end

end

n=n+1;

end

mesh(t,x,v)
*kkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkhkkkhkkikx

\oici la courbe que nous avons épue pour = 1:

3. Discrétisation de I'équation differentielle:

3.1. Rappel de la notation spatiale et temporelle:

Si la fonctionu prend comme variables le tempset de I'esapcer;, y;, - - -, par commodi du
langage, on notera(z;, t;) paru; et en dimensior2D de I'espace etD en tempsu(z;, y;, tx)
sera noée par;
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100~ .-

Figure 2.1: Reg#sentation graphique de la solution analytigug,..(x;, t;)

3.2. Discietisation des @rivées partielles:

D’apres les approximations vues dans le projet 1, pargraphe 1.1.1, nous pouvons appg;dg(imer
par: ‘ ‘ ‘
@(x t) ~ Uiy — 20 + uyy
Ox2" (Ax)?
Puisque?)—;‘ est une drivée simple c’esa dire une érivee pemiere, nous utilisons ici I'une des
trois formules vues en projet 1, paragraphe 1.1.1. Prenons la formule avale (droite):

(3.1)

ou wl ™ —

Nous avons rempl&d, par Az eth; par At.

3.3. Equation aux cerivées partielles discetisee:

, , , , It yd K uj 1—2uj+uj 1
Remplaons 3.1 et 3.2 dans 'EDP d@ererénoné. On aura——,— ~ = W
j+1 i_ At J j j
= Uu; —UZ-—WX§X(UH_1—2UZ~+UZ~_1)
Posons = (AA—tQ x £ |'eéquation devient:
x) cp

g+l 0 J J
w] = rul g+ (1= 2r)ul +rul_,

Ceci est lequation disdtisee de lequation de la chaleur avec leethode des diffrences finies.
On I'appelleéquation de la rathode directe

Département de Maématiques 23
FST-Mohammedia, (2008)



A. Taik Cours AN3 LST-MI

Remark 4. :

1. r regroupe les constantes physiques du aie et celles de la disetisation de I'espace
[a, b] etdutemp$, T,,...|. Donc les pas de disétisations influencent&quation discetie.

2. Pourj =0,t =0etu; = rud ,+(1—2r)u)+ru)_, = I'€quation ®céssite la connaissance
de la condition initiale pour @marrer le proéssus.Cette condition n’est autre gte;, 0) =
f(z;) donree par I'enon& du probéme.

3.4. Resolution nuneérique du syseme:

Quand on fixej et on variei de 1an, — 1, on obtient le sysgtme lireaire den, — 1 équationsa
n, — 1 inconnues suivant:

( u{“ = rué + (1 - 2r)u{ + rué

ult = rud + (1 — 2r)u + ru) ' ‘
Uit = M x U7 + N
0<j<n—1

JtL g J J
\ una;—l - T’Unz + (1 - 2T)unw—l + runw—Q

Avec: uj, la condition aux limites em, on la notera dans la programmatieh = cla et ul la
condition aux limites e qui sera ndéew! = clb. Nous avons donc:

1—9r r 0  ooen. 0 TUg
r 1—2r r : !
- 0 r 1—2r r : otV —
: . r 1—2r r 0
0 0 T 1-2r rUi.

La matrice M est une matricéridiagonaleou trigonale et la ©solution est d’autant plus simple

a programmer avec une de®thodes gratives ou directes vues en analyse atique Il. Mais,
encore une fois, nous allons nous suffire deglsotution directe par la division matricielle. C’est

a dire si on & résoudre le systme Au = B alors onécrira en Matlabx = A\ B et nous aurons
automatiguement la&éponse.

Attention: B doit étre un vecteur colonne deéme nombre @léments que le nombre des lignes
de A et le vecteuri sera dona en un vecteur colonne. Il ne nous est pas nouveau de donner la
transpoge d’une matrice pour avoir tout ce que nous voulons.
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Nous avons pris = i pourle casar < % etr = 0.625 pour lecas ar > % on a le programme

suivant qui nous calcule les valeurs du vectgurempla@ par le vecteuh dans le programme
pour pouvoir lier le programme avec le premier calculanélements de la matricepour la solu-
tion éxactea chaque instantet qui les stocke dans une matriceen commanant par les valeurs
initiales qui ne sont d’autres que les conditions initiales. Pour avoir la courbe dwederigas, il
suffit de remplacer par0.625

kkkkkkkkkkhkkhkhkhkhkhkhkhkhhkkkkkkkhkhhhhkhkhkhhkhkhkkx

clc; clear;
k=0.13;c=0.11;
p=7.8;dx=0.25;
r=1/4; dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt: Tmax;
fori=1:nx-1
N(i)=0;

end

N(1)=r*cla;
N(nx-1)=r*clb;
fori=1:nx-2
M(i,i)=1-2*r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;

end
M(nx-1,nx-1)=1-2*r;
fori=1:nx+1

if 2(i) <1
Ci(i)=100*x(i);
else
Ci(i)=100*(2-x(i));
end

end

fori=1:nx-1
h(i)=Ci(i+1);

end

=1
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h=h’;

while(j < nt + 2)
fori=1.nx-1
w(i,j)=h();
end
h=M*h+N’;
=t

end

for i=nx:-1:2
for j=nt+1:-1:1
w(i,j)=w(i-1,j);
end

end

for j=1:nt+1
w(1,)=0;
w(nx+1,j)=0;
end
mesh(t,x,w);

kkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkhkkkkkx

\oici les courbes obtenues a&srcompilation pour les deux cas:

Figure 2.2: Courbe de la solution nénigue,
méthode explicite pour < 3

Constatations:

Figure 2.3: Courbe de la solution nénigue,
méthode explicite pour > 3

Nous avonsémarge, d’apes les deux graphes corresondates< % etr > % que la néthode
présente deuxéagions de stabil. Sir < % la méthode est stable et converge vers la solution
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analytique. Nous avons une courbe semblabdelle de la solution analytiquemestablie. Plus

j s’accroit, plus les valeurs du vecteurdeviennent nulles. Ce qui est en entier accord avec la
solutionéxacte qui est uneésie des fonctions convergente, alors son ter@e@l doit tendre
forcement vers 0.

Mais sir > % , la méthode pesente des failles et la courbe ne convergevapas. L'allure olgnue
dans ce cas est totalement eégsdccord avec celle de la solutiexacte.

Pour avoir un bonésultat dans cette @hode, il faut doncénir compte de la valeur decar elle
influencera le &sultat.

4. Methode de Crank - Nicolson ou néthode implicite:

En matlematiques, en analyse nangue, la nethode deCrank-Nicolson est un algorithme sim-
ple permettant desoudre des sy@mnes dequations aux&rivées partielles. Cette@thode utilise
les differences finies pour approcher une solution du @molel : elle est nuégriquement stable,
et quadratique pour le temps. On peut facilementéeeplisera des prol#mesa deux ou trois
dimensions.

Cette neéthode, pubBe en 1947, est leesultat des travaux de la mathaticienne britannique
Phyllis Nicolson(1917 — 1968) et du physicierohn Crank (1916 — 2006). lIs I'utilis érent dans

la résolution de equation de la chaleur. Mais, peu apila néthode est devenue usuelle dans
plusieurs prol#mes nurariques.

4.1. Methode:

Pour assurer uné@solution nurarique stable et ce dans toute &gion de létude, Crank et Nicol-
son ont propos de prendre la moyenne des déssg partielles spatiales deentre les instants; et
t;+1 au lieu de consierer seulement laétivée spatialé I'instantt;, c’esta dire:

o i) = 3

ou a [0%u 0%u
N )+ 2t

4.2. Resolution numérique de 'EDP

Nous remplaons lesadivees partielles par leurs approximatioregacetablies pour avoir équation

numerique suivante:

R St AR e Y At WINPT L
Tk At

1 _
2 (Az)2 -+ (Az)2

J+1 JY — _At k (,] J J Jj+1 J+1 Jj+1
=2 (u2 — uz) = A2 ep (ui+1 — 2wy +uy_q gy — 2u —|—ui+11>.

Posons: = (AA—J)QC%, on trouve lequation:

—rugfll +(2+ 2r)uj+1 — Tufill = Tuf;l +(2- 2T)ug + ru{H

i
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Ceci est leschema numérique de Crank - Nicolson.
Lorsque nous fixong et faisons variet, nous obénons le sygime lireaire suivant:

—rud ™ (24 2r)ul T — )t = ru[; + (2 —2r)u) + rué
—rul T 4 (24 2r)ud i —rultt = rul + (2 = 2r)u? + ru3
—rul ™ 4 (2 + 2r)u 1 — ™t = rud + (2 = 2r)ud 4 1

—rul ™y 4+ (2 2r) =l (2 - 20l 4l

— MU + Ny = MoU? + N,

Avec:
1
2+2T —r O ...... O _rlg)g
-r  2+42r -—r
M, = O —r 24 2r —r . : N =
. '._ '._ '._ '._ O
: - -r  242r —r 0
0 0 —r 24 2r it
2 _ 9 r 0  ceee-. 0 ng
r 2—2r r :
M,y — 0 T 2—2r T - : N, =
: '.l '.' '.l " 0
: . T 2—2r r ()
0 0 T 2—2r FUi

— U7t = MY [MyU? 4 (Ny — NY))

Ce syséme matriciel est ligaire d’ordren,, — 1.

4.3. Programmation de la solution

\oici le programme qui sed donner la courbe de la solution narigue de la rathode de Crank
- Nicolson. Pour avoir la solution (la courbe) pour le déume cas, il suffit de remplacepar0.25:

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

clc; clear;
k=0.13:;c=0.11;
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p=7.8;dx=0.25;
r=0.625;
dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx; nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt: Tmax;
fori=1:nx-1

N1(i)=0;

N2(i)=0;

end

N2(1)=-r*cla;
N2(nx-1)=-r*clb;

for i=1:nx-2
ML(i,i)=2+2*r;
M1(i,i+1)=-r;
M1(i+1,)=-r;
M2(i,i)=2-2*r;
M2(i,i+1)=r;
M2(i+1,i)=r;

end
M1(nx-1,nx-1)=2+2%r;
M2(nx-1,nx-1)=2-2*r;
fori=1:nx+1

if x(i)<1
Ci(i)=100*x(i);

else
Ci(i)=100*(2-x(i));
end

end

fori=1:nx-1
h()=Ci(i+1);

end

=L

h=h’;

I=eye(nx-1)
while(j<nt+2)
fori=1:nx-1
w(i,j)=h(i);

end
h=(M1\1)*(M2*h+(N2’-N1"));
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=it

end

for i=nx:-1:2
for j=nt+1:-1:1
w(i,j)=w(i-1,));
end

end

for j=1:nt+1
w(1,j)=0;
w(nx+1,j)=0;
end
mesh(t,x,w);

kkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkhkkkkhkkkkkkhkkhkkkk

Voici les courbes@&presentatives de dans les deux situations:

100 - ; ot E ' : P, T 100
80|
60 |
40

20+

No

Figure 2.4: Courbe de la solution nénque, Figure 2.5: Courbe de la solution nénque,
méthode implicite pour < 1 méthode implicite pour > 1

Constatations

Nous remarquons ici que lagthode de Crank - Nicolson est inconditionnellement stable (&'est
dire quel que soit € R). Toutefois, quand > % la méthode converge plus vite vers 0 que si c’est
le cas contraire. |l faut aussi savoir qu’on paie cette stéhylitr la ésolution,a chaque instarit,
d’'un syséme lireaire qui ®cessite une inversion de la matrigé tridiagonale, soit:

MU 4+ Ny = MLU? + N,

— UIT = M [MoU? + (Ny — Ny
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5. Comparaison des methodes:

En fonction der, nous voulons comparer graphiqguement ktlmode nurarique explicite (directe)
avec la solution analytique pour voir comment la solution apgecse rapprocha la solution

exacte.

5.1. Comparaison deuc,.:(0.25,t) €tuy,(0.25,1), Uezqct(0.75, ) €L 1q,,(0.75, 1)

Nous combinons le programme de la solution analytique avec celui de la soluti@riquendi-
recte pour pouvoir faire la comparaison, puis on ajaute fin du nouveau programme, la partie

suivante:

Rémarquons que; = 0.25 sii = 2 etz; = 0.75 pouri = 4.

*kkkkkkkkkkkhkkkkhkkhkkhkkhkkkk

Sal=v(2,);
Snl=w(2,:);
plot(t,Sal,r,t,Sn1,9’);
Sa2=v(4,);
Sn2=w(4,)

figure(2)
plot(t,Sa2,r,t,Sn2,qg’);

kkkkkkkkkkkkhkkkkhkkhkkhkkkkkk

Voici donc les courbes comparatives de ces deathdes aux points 0.25 et 0.75:

25—
)

20| \ compar

\
-aison en fonction de t, au point x=0.25 - 4 comp:

80
\

70

araison en fonction de t, au point x=0.75

60 \

50

40

30+

20

Figure 2.6: Comparaison
Uezact(0.25, 1) €Ly, (0.25,1)

graphique de  Figure 2.7:

Uezact (0.75, 1) €t uap,(0.75,1)

Comparaison graphique de

Département de Ma#matiques
FST-Mohammedia, (2008)

31



A. Taik Cours AN3 LST-MI

5.2. Comparaison deu.,..(x, 0.99) etugy,(x, 0.99), tezae (T, 1.98) €t gy, (x, 1.98)

Remarquons qu'avec= }1 on n'a pas un poinf tel quet; = 0.99 ni t; = 1.98 mais on voit que
pourj = 10, t; = 0.9281 ~ 0.99 et pourj = 20, t; = 1.9594 ~ 1.98. On refait ensuite la Bme
chose mais on ajoutepresent la partie suivatela fin de la combinaison:

9696********************************

Sal=v(;,10);

Snl=w(;,10);

plot(t,Sal,r,t,Snl,qg’);

Sa2=v(:,20);

Sn2=w(:,20)

figure(2) plot(t,Sa2,r't,Sn2,g’);

K*kkkkkkkkkkkkhhhkkhkhkhkhkhhkhkhkhkhhkxx

Voici donc les courbes comparatives des solutions pour les détixatlesa t; = 0.9281 ett; =
1.9594:

60 T T T T T T T T T 40

35}
50
301
wl ) / i 3 /

25

30+ X - 20+
/ \

/'/
20 / \

/ \ /" comparaison en fonction de x, au point t=1.9594
/ 10 /

o comparaison en fonction de x, au point t=0. 9281

Figure 2.8: Comparaison graphique de Figure 2.9: Comparaison graphique de
Uezact (T, 0.9281) €tug,,(z,0.9281) Uezact (T, 1.9594) €tug,,(z, 1.9594)

6. Etudes theoriques de la néthode explicite

6.1. Convergence nurarique

La notion deConvergenceignifie que la solution nuérique (donée par le schema nuarique)
approche la solutioexacte (analytique) quamlz — 0 et At — 0, ce qui signifie que la maille
devient tes petite.
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Consideronm{ la solution nungrique approoke etUij la solutionéxacte de Bquation:

w ko
ot cp Ox?

Au pointz = x; ett = t;, notons:e! = U7 —uf Pourr = £ x A ™ = r(ul, +ul )+
(1 — 2r)u] ‘
e/ = U/ —u! = ul = U/ — ¢l que I'on remplace dans le schema rarigue pécedente:

U =™ =r(Uf = el + UL =€) + (L= 2r)(U] —€])
= et = [r(e§+1 +e )+ (1- 27’)6i] + Uf“ — 7“(UfJrl + U ) — (1 —2r)U/.
Avec la nethode de Taylor, nous trouvons:

UM = U] + At x W(2,,€), t; < § St
U+1—U]~|—A:v>< (a:l,t)+(A2x) xg;{(nl,t), x; <M < Xy
t

au
9z
Uij—l = Ui] Az x %Z( T, t5) + (A;) am2 (2, ty), mim <mp <

que I'on remplace dansdtuation pecedemment troude pour avoir:

et = [r(ely + el )+ (1—2r)el] + U] + At x %_ltf(%g) (U] + Az x g_g(xi’tj)
(A) U ou (Az)®  OU

+

5 X oz ——(m,t;)) — (U] — Az x %(l’iatj) t X W(U%ta‘)) —(1—2n)U}.

Apres simplification des quangi$ en couleurs,&quation devient:

: : : ; ou (Az)? 0*U (Az)? 0*U
+1
el™ = [r(el, +el_y) + (1 —2r)el]+Atx E(%ﬁ)—r( 5 X@(ﬂl»%‘” 5 Xw(%tj))

Dans un maillage &s fin, les points de la disetisation sont &s proches les uns des autres. Nous
avons donce; ~ 1m R T, Tio1 R 12 R~ x; ainsi quet; ~ ¢ ~ t;;;. Pour ce, nous allons
remplacenm), etn, parz; et part; puisr par £ AL pour avoir l'equation sous la forme:

cp (Bx)?
I = [ e+ (1= 20e] + 8t x Gl - £ BB 8
+(A;)2 ?Z(%t ).
Apres simplification de la quaéit Ax)?, factorisonsAt:
et = [r(egﬂ +e )+ (11— 27”)6{»] + At %lt]<x“t ) — Cﬁp%(xi,tj)
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Le deuxeme crochet, qui n’est autre quédjuation de la chaleur initialement gesdans Enone,
est nul. Ce qui nous doneljalié finale:

g+ _ . d J J
e =rel +rel_ +(1—-2r)e;

= ‘ej+1| = ’regﬂ —i—re{_l +(1- 2r)eg|
Sir<1/2,ona:l—2r>0 = |1—2r| =1-2r, alors:
‘ej+1| <r }e‘gﬂ‘ +7r \e{,1| + (1 —2r) }e‘g‘
Posons _
E'= max |e|
1<i<nz—1
= ‘ejﬂ‘ <rE 4 rE 4 (1-2rE = }ejﬂ‘ <F V1<j<n—1

Par recurence,
= || <F <. <E'<E°

E°=U%—-vu%at = 0, or, d’apes les conditions initialeg]° — «° = 0, doncE® = 0.
- . _ 1
}e] ‘SO:>e]:O,‘v’]etr<§

Donc, la nethode explicite converge verép quand- < 1/2.

6.2. Stabilitt numérique

On dit gu’'un schema nuérmique est stable si et seulement si au cours des calculs, I'erreur com-
mise d’une iérationa I'autre (d’'une maillea I'autre) n’infecte pas le calcul suivant. Dans le cas
contraire, le calcul peut exploser et on n'aura pas une bonne convergenceéeatibn de la
chaleur:

ou  k o*U

ot cp 0x>

La nunerisation de cettéquation nous donne la relation matricielle:
Ut = AU? = U' = AU

U° étant don@e par les conditions initiales.
(U = AU?

U’ = AU' = A2U°
US = AU? = A3U°

Uj =AUt = AID°
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.. . =0
Supposons qu’on introduff® par une certaine erreur et on doriine

( Ul _ AUO
U = AU = A20°
T’ = AU = 437°

T = AT = A4iT°

\
Avece =T —U° = ¢l =T’ — UJ = AIT" — AIU° = AV(T° — U°)
= el = Aled

A admet N valeurs propores distinctes (Ref: cours sur les valeurs propres), donc ses vecteurs
propres assoés forment une basse (Cf Adgre 1):

;

AXl - )\1X1
AXQ - )\QXQ
AX3 == >\3X3
| AX, =\ X,
A; est la valeur propore asséeiau vecteur propre&;. Il existe alorsc;, ¢, ---, ¢, tels que:

60 = Cle +C2X2+"'+Can

N

= ¢l = AJ Z ZA cX; = ZQA X, = ch-)\gXi

=1

N
el = E A X
i=1
N
i=1

L'erreur est métrisable siv, |\;| < 1. Ceci est erifié si et seulement si:

= |e/| =

i
<Y el x [N x |X]
=1

max |\;| <1
1<i<N

Pour la matriced de cet exemple, les valeurs propres sont éasrpar (voir le cours sur les valeurs

et vecteurs propres): .
Ai=1—drsin® ——— =

—1.... N
2(N+1)7 ) Y
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Alors: ) A
sin” 47 k t
Ail<1l=|1—-4r———| <1, avecr = — x —
Al | T2(N+1)| " cp Az
sin? i
= -1<1l—-4r—— <1
"IN+ 1)
pour:
el g Siim 1 [ sinin B Vi=12 N
J— J— r— r - _— 7 = PR
2(N +1) 27 |2(N+1)| 7 e

e 1 " ) sinZir ]
r< — min | ——m—
2 =1~ N |2(N +1)

. X —1
Orvz, sinz <1 = % <1,Va>1 = [%] > 1, donc:

, sinZir 17" Py 1
min — r -
i=1, -, N | 2(N 4+ 1) - 2
On tire encore une fois que laagthode directe (explicite) est stablesk % Ce qui est en parfait
commun accord avec I'exgnience eali€e.

Conclusion

Il est interessant de remarquer queduation de la chaleur, introduite initialement poécure la
conduction thermique, appar&galement dans d’autres branches de la physice@ritiue. Elle
permet par exemple dedrire :

1. Le phenonene de diffusion ;
2. Certains aspects probabilistes du mouvement brownien

Les nmethodes deésolution de cettéquation sont multiples et diver&és. Toutefois, il faut
faire attentiora la stabili€ et la convergence de laétihode choisie car, simple et facdenanipuler
gu’elle soit, elle pourrait causer des instakfiitinattendues et si on n’a pas la solution analytique
pour faire la comparaison, des confusions pourraient s’engendrer. |l serait sage de payer le cot
de €solution et avoir une gthode stable et convergente inconditionnellement que de se contenter
d’une esolution akatoire ( valable pour quelques valeurs parténgls) vue qu’elle soit maniable
facilement.
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Chapitre 3
Réesolution d’'une EDP hyperbolique

1. Enonc;

Soita resoudre unéquation hyperbolique doge par:

0%u 0%u 0%u
A B E= 11
o2 TP Tl TE0 (1.1)

1.1. Reésolution par la méthode des diférences finies:
Schema numeérique simplifié

Posons: = ¢; (la célérite),b = 0, c = —1 ete = 0, ce qui nous donne:
A =b*—4ac=0—4(c;)(—1) = 4¢; > 0 carc; > 0. C'est bien donc unéquation hyperbolique
qui n'est autre que &quation d’ondes:

0*u 0%u

—_— C [

o2 ox?
Comme les deuxéativées sont desativeées secondes, nous utilisons les approximations de Taylor
trouvees dans lesquationsl.1 pourétablir le scikkma nungrique de cette EDP. Nous avons donc:

=0.

u{“ — 2ug + u{fl B u{H — 2u{ + ug_l
@ T ey
; (At)? , (At)? . N
= uf“ = (A@Z(ug+1 +ul 1) —2(1—¢ (Ax>2)ui —u L
Ceci est lequation nurarique de lequation d’ondes. Pour simplifier le €rha, posons:
(At)? Az
=1 = At=——.
Ay Ve
= ul " = u{H ol —ulh (1.2)
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Remark 5. Avec les diffrences finies, &quation1.2 est le scema nurarique utili€e pour la
résolution de kquation d’'onde$ ¢ = ¢, 24,

Mais, il se pose un probme de mise en oeuvre de ceéula vu que: est connwat =ty = 0 qui
est la condition initiale. Or, pour calculex at = At = ¢;, nous devons connaitre la valeur de
at=1t_; = —At.

Conditions mixtes:

Connatre les valeurs de at = —At n’est plus un proldme quand nous avons des conditions de
Newmann, de typeétivée ( une condition sur la vsse de propagatior@%(x, 0)=g(z), at=0

ou(z;,0)  u(x;, At) — u(z;, —At)

ot 2AL = 9(2)
ul — ufl
= S = g(@) = up = uf = 208 x ().

Remplaons-le alors dan€tjuationl .2 il vient:

1
ud = g — ol 200 x () =l = () + AL ()

Limite de la méthode de differences finies

C’est avec une condition sur la g&se, une approximation de quelques variables cobnmé et
e = 0, une simplification de I’expressicmﬁ—; par 1, que nous avons pasoudre cettéquation
hyperbolique. Toutefois et malheureusement, ce n’est pas tout le temps pareil etéa danre
telle condition de type Newmann n’est pas usuelle. On sera donc souveng Isiagia esolution
d’'uneégaution hyperboligue si nous nous inspirons seulement detlzoale des diffrences finies.

2. Meéthode des caradristiques:

Il existe une classe dguations aux derées partielles dont on peut obtenir les solutions en utilisant
une nethode du type&metriquela méthode des caradtristique.

C’est une des plus grande€thodestnumeees en introduction utileses pour la@solution des
equations diférentielles partielles.

Cette neéthode des caraatistiques est une technique qui est parténg@iment adape aux proldmes
de transport, elle est utike dans de nombreux domaines tels queé&aanique des fluides ou en-
core le transport de particules.

Dans certains cas particuliers, cettéthode peut permettre lasolution purement analytique de
'EDP. Dans des cas plus complexes comme enétisation des systes physiques, lag@thode
des caradristiques peugtre utilisee comme une éthode de&solution nurérique du proldme.

la méthode de@&solution que nous psentons s’applique awequations du premier et degxne
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ordres avec un nombre des variablesé&igura deux, mais pour la cl@&tdu rapport nous nous
limitons a uneéquation aux deres partielles de deux variables.

2.1. Pourquoi la methode des caradristiques?

la méethode des caraatistique est simplé appliquer, et @mande peu de calculs et lesultat
obtenu est&marquablement pcis, contrairemer#t ceux des methodes classiques deuifices
finies et de Galerkin.

2.2. Principe

En mattfematique, la rathode des caramtistique est une technique po@soudre les equations
aux deriees partielles, plus géralement la rathode des caraatistiques est valable pour toutes
leséquations legquations aux der@es partielles hyperboliques.

La méthode consista réduire uneequation aux érivées partielles une famille déquations dif-
ferntielles ordinaires, le long de laquelle la solution pette integeea partir des donges initiales .

Elle cherche des courbes appes lexourbes caradristiguesou tout simplemenies caracéristiques

le long desquelles &quation aux @rivees partielles seeduit en uneequation simpleé résoudre.

La résolution de cette simpkquation sur les caramistiques nous permet de retrouver la solution
globale du prol#me originale sur tout le maillage. comment pouvons-nous trouver les courbes
caracéristiques ?

2.3. Methode

Enposant¥ = u,,, 24 = uy et 24 = u,, eten considrant quer,; = wu,, I'équationl.1 prend
la forme:
AUgy + by + cuyy + € = 0. (2.1)

Ou a, b, ¢, e sont des fonctions ne dependant pas @t non toutes nulles. Posons:

COu_ o du
p—ax = Uy, €1 q = ot = Ug-
— dp = @da: + @dt = Uy dx + Uy dt. (2.2)
or ot
etdg = @dm + @dt = Updx + Uy dt. (2.3)
or ot
Ce qui nous donne, ags addition et soustraction:
dp dt
(22) = Ugpye = @ — umt%,
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dq dx
23) = Uy = — — Ug—.
(23) = wa =Gy — vy
Substituons ceggalies dans Bquation.1 il vient:
dx dp dq

dt
= _auxt% + buit - Cumt% + CL% + CE +e=0.

En multipliant cetteequation par—j—;, elle devient:

Ugt a(j—;)z — b(j—;) + c} — [ag—i X % + c% + eg—; = 0. (2.4)
Grce aux transformations @edentes, lagsolution de equatiorR.1 revienta ne ésoudre2 4.
On suppose que, dans le plan, on cefinit les courbes de sorte que le premier crochetradit
Sur ces courbes 1, il estéquivalent prendre le deugime crochet aussigala O.
Posonsn = j—;, donc siam? — bm + ¢ = 0, alors la solution de 'EDR.1 peutétre trouge en
résolvant:
amdp + cdq + edt = 0.

Les courbes dorées panm? — bm + ¢ = 0 sont appedesles caracéristiquesde I'équatior?. 1.

On se limite dans le casud? — 4ac > 0, ce qui fait donc que &quation susmentiode admet
deux racines distinctes. Chaque point @osa deux courbes caradstiques dont les pentes sont
les racines de &quation peccdente.

Comment ésoudre une EDP hyperbolique par lathode des caraatistiques ?.

Stratégie ¢gnérale

Nous allons maintenant donner les grandes lignes pmsoudre 'EDP2.1 par une inggration
numerique le long des caraistiques. On consate deux points’ et (voir figurel), 'équation
aux cerivées partielle.1 étant hyperbolique, il y a deux caradstiques en chaque point. La
courbe caraéristiquea droite deP, de penten,, intersecte celle de gauche Qe de penten_
au pointR.

La solution du prol#me2.1 peutétre trouee en esolvantumdp + cdg + edt = 0 le long de ces
caraceéristiques.

Exemple

Soita resoudre quation:
2
U = ClUgy

Onaa=—ci,b=c=0etc=1=b*>—4ac=4c > 0.

am? —bm+tc=—+1=0=>m==+ =m = etmy=—_.
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Onapogm =Gt =41 = di =+1de
1
— At =+—Ax
(&1

at= At,onaalorg — 0= At = +1(x — ;)

Cc1

t

Figure 3.1: Repsentation graphique des caitiques

La premierettape sera de trouver les coordéas du poinf?, pour cela, nousasolvons léquation:
At = (L), Az =m,Axzsurles arcPR etQR.
Ecrivons l'equatioramdp + cdq + edt = 0 sous la forme:

avMan AP + Cov Aq + €4, At = 0. (2.5)

Commenons par le poirkt et puis parQ en utilisant les valeurs de m apprages. Ceci va estimer
p etq au pointR.
Finalement, orévaluerau en R dedu = $“dx + 2%dt, en utilisant la forme:

AU = Do AT + qupAlL. (2.6)
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3. Exercices d’application

3.1. Exercice 1:

Soita resoudre:

( %u _ 59%u
o2 28:v2 4

ou __

(0.0) = 122, 0 < x < 0.25
WY = 442, 025<2<1

[ u(0,t) =u(l,t) =0
PrendreAz = 0.25 et At = 0.1768

Corrigé

Onaa=—-2,b=0,c=1ete =4,

Donc:b? — dac = 0 — 4(=2)(1) = 8 > 0, m; = 22 = Y2 ety = —¥2,

Pour chaque point, nous avons deux camastiques:
At = 2 Az et At = —¥L2 Az (voir figure 2).
Calculonsu au pointR»(0.5,0.1768): On a I'équation

amAp + cAq + eAt =0,

suivant la droiteP R, puis la droite) R, on trouve:
_2\/75(19}22 —pp) + (qr, — qp) + 4At =0,
22 (pr, — po) + (qr, — o) + 4AL = 0.

On prendpp = (%)p = —4 (car on esh droite du poinP),pQ = (%)Q = —4, etgp = (%)P =
4o = (24)o = 0 et on les remplace dans le syste pour avoir:

{ —V2(pry +4) + qr, + 4At = 0,
V2(pr, +4) + qr, + 4At = 0.

e[

Aprés Esolution de ce sysine, on obtientpr, = —4 etqgr, = —
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Sl

t= At

Figure 3.2:

Maintenant, orevalueu au pointR, a travers ces variations le long de Be— R,.

Au = pch$ + QavAt7

PP+ PR,
(Pt b
.y 0— Y2

) x 0.25 + ( 5 2) x 0.1768 + 3.

= UR, — Up = x 0.25 + (QP‘F%) X 01768,

= UR, = <_
= up, = 1.9375

En continuant de la sortecalculer les autres valeurs deon remplit le tableau suivant:

X 0 025 0.5 0.75 1
ut=0) |00 3.0 2.0 10  0(
u(t=0.1768) | 0.0 0.9375 1.9375 0.9375 0|0
u(t=10.3535) | 0.0 -1.1875 -0.2500 0.8125 0|0
u(t=0.5303) | 0.0 -1.3125 -2.4375 -1.3125 0|0

Table 3.1: Tableau 1
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Implementation numérique

code:

clear all;clc;

syms a b c e x u;

a=input('donner la valeur de a:’);

b=input('donner la valeur de b: ’);

c=input('donner la valeur de c: ’);

e=input('donner la valeur de e: 7);

dx=input(’entrer le pas de la discretisation: °);
delta=b*b-4*a*c; m=(b-sqrt(delta))/(2*a); n=1/dx; N=n;

d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); p=zeros(N+1,n+1);

g=zeros(N+1,n+1); u=12*x; f=diff(u);
u=4-4*x; g=diff(u); y=0:dx:1;

i=1;

for j=1.n+1
d(i.)=y(0.j);
if(0.25<=d(i,)))

else

end

u(i,j)=4-4*d(i.j);
p(i.,j)=subs(g,x,d(i.));
q(i.))=0;

if(d(i,j)==0)
u(i.j)=12*d(i,j);
p(i.j)=subs(f,x,d(i.j));
q(i.))=0;

end

end for i=2:N+1
for j=2:n

end

d(i.j)=(d(i-1,j-1)+d(i-1,j+1))/(2);
t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));

A=[a*m c ; -a*m c];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i.j)-t(i-1,j-1)) ;
-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i.j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;

p(i.j)=V(1);

q(i.j)=V(2);
u(i,)=((p(i.))*+p(i-1,j-1))/2)*(d(i,))-d(i-1,j-1))
+((a(.))+q(-1,j-1))/2)*(t(1.))-t(-1,j-1))+u(i-1,j-1);
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for j=1:n+1
if(j==1)
d(i,j)=0;
t(i,))=t(i-1,j+21)-m*(d(i,j)-d(i-1,j+1));
q(i,j)=0;
A=[-a*m];
B=[-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i.j)=V(1);

if(j==n+1)
d(i,)=1;
t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i.j)-t(i-1.j-1))];
V=A\B;
p(i.)=V(1);

else

end
end
end
end mesh(t,d,double(u))

Remarque: B est une matrice qui s''ecrit sous la forme B=[v;w]
suite \‘a la longueur du code nous avons tronqu\'es I'expression
de B de m\"eme pour l'expression de u

Execution du code:

X 0 025 0.5 075 1

ut=0) |00 3.0 2.0 10 0d
u(t=0.1768) | 0.0 0.9375 1.9375 0.9375 0|0
u(t =0.3535) | 0.0 -1.1875 -0.2500 0.8750 0|0
u(t =0.5303) | 0.0 -1.3125 -2.3750 -1.3125 0|0

Table 3.2: tableau 1

Constat

Dans ce cas les carécistiques don@es par I'equatiomm? — bm + ¢ sont des droites.ici nous
avons pris un pas de digtisation egah 0.25.
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3.2. Exercice 2:

Soita resoudre: o i,
I =(1+42x)5%, 2z €(0,1]
u(z,0) =

% (z,0) = (1 — )

uw(0,t) = u(l,t) =0

Corrigé

Pour ce pro@me,a = —(1+2z), b= 0, ¢ = 1, e = 0. Larésolution de Equatiomm?+bm-+c =
0 donne:
1

(1+2x)

Les courbes caragtistiques sont obtenues esolvant le€quations diferentielles:

dt 1
de 142z

dt 1

dr 42z

En integranta partir du point initial de coordom@es(z, ty), on trouve:

t=ty+ 1+ 2w —+/1+ 219, pourm,,

t =ty —+/1+2x++/1+ 2xy, pourm_.

La figure suivante nous montre les éiféntes courbes carédistiques que nous obtenons avec
cetteéquation.

On choisit deux point$(0, 0.25) etQ(0, 0.75) et on se propose de chercher la valeur d@ns
leur intersectionR qui, apes esolution du sygime, donne les coordodesR(0.4841,0.1782).

En suite , oné@sout léquation2.5 pour avoirp = % etq = %%
Apres utilisation de deux valeurs de en chaque point, gguatior2.5 donne le sygtme suiv-

ant:
—1.77341(0.45015)(pg — 0) + (1)(qr — 0.1875) = 0; P — R,

—2.22341(—0.6726)(pr — 0) + (1)(qr — 0.1875) = 0; Q — R.
Apres la ésolution de ce sysie, on obtienpr = 0 etqr = 0.1875.
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AupointP: 2 =0.25t=0,u=0;p=(%)p =0;
q=(24)p =z — 2% = 0.8175;
m = \/1/(1 + 2z) = 0.18765;
a=—(1+2x)=-150=0,c=1,e=0
Aupoint@: z=0.75,t=0,u=0;p=0;
g=(2)p =z — 2 = 0.1875;
m = —/1/(1 + 2z) = —0.6325;
a=—(14+2x)=-250b0=0,c=1,e=0
AupointR: z = 0.4841,t = 0.1783;
m. = /1/(1 + 2z) = 0.7128;
m_ = —y/1/(1+2z) =—0.7128

a=—(1+21)=-1.9682,b=0,c=1,e=0

Pour trouver sa valeur au poift, on calcule la variation de le long de deux caragtistiques
en utilisant lequatior.6.

P — R: Au=0(0.2341) + 0.1875(0.1783) = 0.0334
Q— R: Au=0+0.0334 = 0.0334

= ug = 0.0334 +up = 0.0334 + ug = 0.0334

Avec Au = up — up.
La repesentation graphique @edente @ésume les autres valeursdélans le maillage.

Impl @émentation numérique

clear all; clc;

syms a b cexuz h;
a=input('donner la valeur de a: );
%

b=input('donner la valeur de b: ’);
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%

c=input('donner la valeur de c: );

%

e=input('donner la valeur de e: 7);

%

dx=input(’entrer le pas de la discretisation: ’);

%

n=1/dx; N=n; d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1);
%

w=x."((1:n+1)*(1:n+1)); v=x."((1:n+1)*(1:n+1));
p=zeros(N+1,n+1); g=zeros(N+1,n+1); u=zeros(N+1,n+1);
delta=b*b-4*a*c; k=(b-sgrt(delta))/(2*a); g=simplify(k);
f=int(g,x); i=1; y=0:dx:1;

%

for j=1:n+1
d(i.p)=y(.j);
W(I,j):Z-t(l,J),
v(i,j)=int(g,d(i.j),h);
q(i.j)=d(i.j))*(1-d(i.j));
p(i.))=0;
r(i,j)=subs(a,x,d(i,j));
m(i,j)=subs(g,x,d(i.j));
u(i,j)=0;

end

%

=1

%

for i=2:N+1
u(i,j)=0;
q(i,j)=0;
u(i,n+1)=0;
q(i,n+1)=0;

end

%

for i=2:N+1
for j=2:n

M=w(i-1,j-1)-v(i-1,j-1);
T=w(i-1,j+1)+v(i-1,j+1);
[d(i.j),t(i,j)]=solve(M,T);
v(i,j)=int(g,d(i,j),h);
w(i,j)=z-t(i,j);
r(i,j)=subs(a,x,d(i,)));
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end
%

m(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
S1=((r(i,j)+r(i-1,j-1))2)*((m(i,j)+m(i-1,-1))/2);
S2=((r(i,))+r(i-1,j+1))/2)*((-m(i.j)-m(i-1,j+1))/2);
A=[S1 c ; S2 c];
B=[S1*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,-1)) ;
S2*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,))-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i.)=V(1);
q(i.)=V(2);
u(i,)=((p(i.)+p(i-1,j-1))/2)*(d(i.j)-d(i-1,j-1))
+((a(.))+a(-1,-1))/2)*(t(1.))-t(--1,j-1))+u(i-1,j-1);

for j=1:n+1

if(j==1)

d(i.j)=0;

t(i,j)=t(i-1,j+1)-subs(sqrt(1+2*x),d(i,}))...

+subs(sqgrt(1+2*x),d(i-1,j+1));

r(i,j)=subs(a,x,d(i,)));

m(i,j)=subs(g,x,d(i.)));

v(i,j)=int(g.d(i.j).h);

W(I !J):Z't(l 1J) ,

S2=((r(i,j)+r(i-1,j+21))/2)*((-m(i,j)-m(i-1,j+1))/2);

A=[S2];

B=[S2*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];

V=A\B;

p(i.)=V(1);

else

if(j==n+1)
d(i,j)=1;
t(i,))=t(i-1,j-1)+subs(sqrt(1+2*x),d(i,}))...

-subs(sqrt(1+2*x),d(i-1,j-1));

r(i,j)=subs(a,x,d(i,)));
m(i,j)=subs(g,x,d(i.j));
v(i,j)=int(g,d(i.j),h);
w(i,j)=z-1(i.j);
S1=((r(i,))+r(i-1,j-1))/2)*((m(i,j)+m(i-1,j-1))/2);
A=[S1];
B=[S1*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i.j)-t(i-1,j-1))1I;
V=A\B;
p(i.)=V(1);

end
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end
end
end

Execution du code:

0.0 0.0 0.0 0.0 0.

0.0 0.00235 0.0334 0.0209 0(0
0.0 0.0297 -0.0205 0.0017 0|0
0.0 -0.0010 -0.0187 -0.0329 0|0

Table 3.3: tableau de

Constat:

Dans ce cas les carécistiqgues ne sont pas des droites ,la pente m est une fonction Mous
avons pris un pasgala 0.25.

3.3. Exercice 3:

Soita resoudre le systme déquations:

Pu wZt (12 =0,z€ [0, 1]

u(z,0) = 2(1 — z), u(z,0) =0,
u(0,t) = u(1,t) = 0.

Corrigé

On consi@re le pointk donreé par I'intersection de la caragtstique de pente positive du point
P(0.2,0) et la caradtristique de pentedgative du point)(0.4, 0). Comparons cettequation avec
la forme standard:

AUgy + by + cuy + e =0,

Ontrouvea = 1,b =0, c = —u, e = 1 — z%. On calcule, avant tout, la valeur nénque deu, p
etq au pointP etQ:
avec les conditions initiales,

u=uz(l—x),

donc,
up = 0.2(1 — 0.2) = 0.16,

ug = 0.4(1 — 0.4) = 0.24;
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De plus, avec les diffrentiation des conditions initiales,

ce qui nous donne

et enfin,

Alors:

gp =0¢etgg =0
pour avoir les coordorées du pointz, nous devons coniitae la penten des cara@ristiques.
En utilisant l'equation :am? — bm + ¢ = 0, on obtient:

2 _
_— b:l:\/Qb ac _ :|:\2/4u _1va
a

Puisquemn dépend de la solution, nous aurons besoin de trouver le paithpar des approxima-
tions. Pour un premier essai, on utilise des valeurs initiales le long de tout I'arc; i.e, on prend
my = +mpetm_ = —mg:

my = +/up = V0.16 = 0.4,
m_ = /u, = —Vv0.24 = —0.490.

A présent, on peut estimer les coordéra dek en iesolvant le sygtme:
tR = m+(xR — CCP> = O4($R - 02)
tr=m_(xp —xg) = —0.49(zr — 0.4).

Ce qui nous donner = 0.310 ettrz = 0.044.
Puisqu’'on ne connait pas: au point R, on utilise sa valeur initiale le long de chanque car-
acéristique pour approximeret ¢ au pointR en utilisant lequatior.5:

amAp + cAq + eAt =0,

Nous remplacons les contantes connues par leurs valeurs pour chaquerisdiguet pour avoir le
syseme suivant:

0.04 + 0.096
(1)(0.4)(pr — 0.6) + (—0.16)(¢qr — 0) + (1 — —) (0.044) =0
0.16 4+ 0.096
(1)(0.490)(pr — 0.2) + (—0.24)(qr — 0) + (1 - +) (0.044) = 0
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Apres Esolution, on obtientz = 0.399 etgr = —0.246.
Pour une prengire approximation de au pointR, on a:

Au = pAx + gAt,

0.6 + 0.399 0 — 0.246
= up —0.16 = %(0.310 —0.2) + ——=—(0.044 - 0),

ur = 0.2095

Cette approximation &t établie en tenant compte de la courB&, en utilisant les digrentes
valeurs dey etq. Toutefois, on pourrait alternativement pealer par la caraetistique@ R. Ce qui
nous donnerait:

0.2 + 0.399 0—0.246
up —0.24 = %(0.310) +———(0.044 - 0),

= ur = 0.2076 ~ 0.2095

Impl @mentation nunmérique

clear all; syms a b c e u x;
a=input('donner la valeur de a: );
b=input('donner la valeur de b: ’)
u=input('donner la valeur de u:’);
c=input('donner la valeur de c: ’);
e=input('donner la valeur de e: 7);
dx=input(’entrer le pas de la discretisation: );
n=1/dx; N=n; delta=b*b-4*a*c; m=(b+sqgrt(delta))/(2*a);
d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); g=zeros(N+1,n+1);
p=zeros(N+1,n+1); f=diff(u); i=1; y=0:dx:1; for j=1:n+1

d(i,j)=y(i.j);

u(i,j)=d(i.j)*(1-d(i.j);

m(i.j)=sart(u(i.));

p(i.j)=subs(f,x,d(i.j));

q(i,j)=0;

h(i,j)=subs(e,x,d(i,)));

r(i,j)=subs(c,x,d(i,)));

end
=1,
for i=2:N+1
u(i,j)=0;
u(i,n+1)=0;
if(mod(i,2)==0)
for j=2:n+1

A=[1 -m(i-1,j-1) ; 1 m(i-1,j)];
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end

B=[t(i-1,j-1)-m(i-1,j-1)*d(i-1,j-1)...

+ t(i-1,)+m(i-1,)*d(i-1,))];

K=A\B;

t(i.J)=K(1);

d(i.j)=K(2);

u(i,j)=d(i,j)*(1-d(i.j));

m(i,j)=sqrt(u(i,j));

h(i,j)=subs(e,d(i,)));

r(i,j)=subs(c,x,d(i,)));
S1=(h(i,j)*+h(i-1,j-1))/(2);
S2=(h(i.,))+h(i-1,)))/(2);

A=[a*m(i-1,j-1) r(i-1,j-1)-a*m(i-1,j) r(i-1,))];
B=[a*m(i-1,j-1)*p(i-1,j-1)+r(i-1,j-1)*q(i-1,j-1)...
-S1*(t(i,j)-t(i-1,j-1))-a*m(i-1,j)*p(i-1,))...
+r(i-1,))*q(i-1,j)-S2*(t(1.j)-t(-1.)];

K=A\B;

p(i.)=K(1);

q(i.)=K(2);
u(i.j)=((p(0.)+p(-1,j-1))/2)*(d(i,j)-d(i-1,-1)) ...
+((q(i,)-q(i-1,j-1))/2)*(t(i.j)-t(i-1,j-1))+u(i-1,j-1);

for j=1.n+1

if(j==1)

d(i+1,))=0;

t(i+1,j)=t(i,j+1)-m(i,j+1)*(d(i+1,))-d(i,j+1));

m(i+1,))=0;

r(i+1,j))=subs(c,x,d(i+1,)));

h(i+1,))=subs(e,x,d(i+1,)));

S2=((h(i+1,j)+h(i,j+1))/2);

A=[-a*m(i,j+1)];

B=[-a*m(i,j+1)*p(i,j+1)+r(i,j+1)*q(ij+1)...

-S2*(t(i+1,)-t(Lj+1))I;

K=A\B;

p(i.)=K(1);

else

if(j==n+1)
d(i+1,)=1;
t(i+1,))=t(i,j)+m(i.j)*(d(i+1,))-d(i.)));
m(i+1,))=0;
r(i+1,j))=subs(c,x,d(i+1,)));
h(i+1,j))=subs(e,x,d(i+1,)));
S1=((h(i+1,)+h(i.}))/2);
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A=[a*m(i,))];
B=[a*m(i,j)*p(i.))+r(i.j)*q(i,j). ..
-STH(t(i+1.))-t(.))I;
K=A\B;
p(i.))=K(1);
end
end
end
else
if(mod(i,2)™=0)
for j=2:n
A=[1 -m(i-1,)) ; 1 m(i-1,j+1)];
B=[t(i-1,))-m(i-1,))*(d(i-1,)))...
+ t(-1,j+1)+m(i-1,j+1)*(d(i-1,j+1))];
K=A\B;
t(i.J)=K(1);
d(i,))=K(2);
u(i,j)=d(i,j)*(1-d(i.j));
m(i,j)=sart(u(i,j));
h(i,j)=subs(e,x,d(i,)));
r(i,j)=subs(c,x,d(i,)));
S1=(h(i,))+h(i-1,)))/2;
s2=(h(i,j)+h(i-1,j+1))/2;
A=[a*m(i-1,)) r(i-1,j)) -a*m(i-1,j+1) r(i-1,j+1)];
B=[a*m(i-1,))*p(i-1,j)+r(i-1,))*q(i-1,))...
-S1*(t(i,))-t(i-1,)))-a*m(i-1,j+1)*p(i-1,j+1)...
+r(i-1,j+1)*q(i-1,j+1)-S2*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
K=A\B;
P(i,)=K(1);
q(i.)=K(2);
u(i.j)=((p(.)+p(-1.1))/2)*(d(i,j)-d(i-1.)))...
+((q(i.)+a(i-1.1))/2)*(t(i.j)-t(-1,)))+u(i-1,));
end
end
end
end

Execution du code:

Constat:

On constate quen est une fonction qui &end de la solutiom. Nous avons pris un pas de
discietisationégala 0.2.
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0.0 0.1600 0.2400 0.2400 0.1600 O.
0.0 0.1600 0.2096 0.2435 0.2049 0.1600
0.0 0.2096 0.2228 0.2166 0.2049 0.
0.0 0.0415 0.02346 0.2233 0.2166 0.1831
0.0 0.0636 0.2143 0.2233 0.1897 0.
0.0 0.149 0.0594 0.2143 0.2289 0.1880

Table 3.4: valeurs de

3.4. Exercice 4
Soita resoudre le systme déquation :

( Pu __ 20%
W_CW>$E[072]>

u(0,t) = u(2,t) =0,

%y 0) = z(1 —x),

n 0<z <2,

u(z,0) =2z 0<az<l,

u(z,0)=2(2—-2) 1l<z<2,

\

La solutionéxacte est doree par :

[e.e]

u(z,t) =

16 —1)"sin 2n — 1)%F )cos 2n—1%€t
Z( ) (( )5 )cos(( )5).

2 —1)2
T = (2n —1)

Impl @émentation nunmérique

Code:

clear all; clc;

syms a b ¢ e x k; cla=0;clb=2;

k=input('donner lavaleur de k: ’);

a=input('donner la valeur de a: 7);

b=input('donner la valeur de b: ’);

c=input('donner la valeur de c: ’);

e=input('donner la valeur de e: ’);

dx=input(’entrer le pas de discretisation: °);
n=(clb-cla)/dx N=n; delta=b*b-4*a*c; m=(b-sqgrt(delta))/(2*a);
d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); p=zeros(N+1,n+1);
g=zeros(N+1,n+1); y=0:dx:2; u=2*x; f=diff(u); u=2*(2-x);
g=diff(u); i=1; for j=1:n+1
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d(i.j)=y(L.));

if(1<=d(i,}))
p(i.,j)=subs(g,x,d(i.j));
u(i.,j)=2*(2-d(i.)));

q(i,)=0;
else
if(d(i,j)<1)
p(i,j)=subs(f,x,d(i.j));
u(i,j)=2*d(i.j);
q(i.j)=0;
end
end
end j=1;
for i=2:N+1
u(i,j)=0;
q(i.j)=0;
u(i,n+1)=0;
q(i,n+1)=0;
end
for i=2:N+1
for j=2:n
d(i,j)=(d(i-1,j-1)+d(i-1,j+1))/(2);
t(i,)=t(i-1,j-1)+m*(d(i.j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m c ; -a*m c];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i.j)-t(i-1,-1)) ;
-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i.j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i.)=V(1);
q(i.j)=v(2);
u(i,)=(((p(i.))+p(i-1,j-1))*(d(i,j)-d(i-1,j-1)))/2)...
. +(((q(.)+a(i-1,j-1))*(t(1.))-t(i-1,j-1)))/2)+u(i-1,j-1);
en
for j=1:n+1
if(j==1)
d(i,j)=0;
t(i,))=t(i-1,j+1)-m*(d(i,j)-d(i-1,j+1));
A=[-a*m];
B=[-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,))-t(i-1,j+1))];
p(i.))=A\B;
else
if(j==n+1)

d(i.j)=2;
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t(i.j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1))];
P(i.J)=A\B;
end
end
end
end
mesh(t,d,double(u))

Execution du code:

0.0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 1.5000 1.0000 0.5000 | 0.0
0.0 0.5000 1.0000 1.0000 1.5000 1.5000 1.0000 0.5000 | 0.0
0.0 0.5000 0.5000 1.0000 0.5000 1.0000 1.0000 0.5000 | 0.0
0.0 0.0 0.5000 0.0 0.5000 0.0 0.5000 0.5000 1[0.0

0.0 0.0 -0.5000 0 -0.5000 0.0 -0.5000 0.0 D.0

0.0 -0.5000 -0.5000 -1.0000 -0.500 -1.0000 -0.5000 -1.0000 |0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.0000 -1.5000 -1.0000 -1.5000 -0.5000 | 0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.5000 -1.5000 -2.0000 -1.0000 -1.5000 | 0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.5000 -2.0000 -1.5000 -2.0000 -0.5000 | 0.0

Table 3.5: valeurs de

4. Conclusion

La résolution nurdrique desequations aux @rivées partielles restent urefit a relever, il ex-
iste des réthodes nurariques qui permettent l&solution des EDPs telles que lathode des
différences finies et la @hode des caramtistiques, nous avons remae&jgue pour quelques
éguations auxérivees partielles €quations d’onde par exemple, l&thode des diffrences finies
posait probdme, il fallait simplifier certains termes et ajouter une condition fupphtaire (con-
dition mixte ou de Neumann) et la doas d’'une telle condition n’est pas usuelle, on sera sou-
vent bloquer sur laésolution d’'uneéquations hyperbolique si nous nous inspirons seulement
de la néthode de di#rences finies; il fallait trouver une autreethode entre autre la&thode
des carad@ristiques, cette derie est simplé appliquer et donne une bonne approximation con-
trairementa la methode des diéfrences finies. Nofsultats obtenus correspondaiarteux des
manuels utiligs tandis que le graphe de la solut@acte nétait pas identiqua celui des valeurs
approclees, ce qui met en doute n@sultats nurdriques. Misa part ces @sagements, nous avons
trouve ce travail tes ineressant et fructueux, par ce travail nous avons maitastil Matlab, nous
avons su que les EDPs hyperboliques sont atiésen acoustique, @anographie, &t€orologie.

En plus de cela ce travail nous a permis de connaitre gu’il existe plusieail®des nuriques
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qui permettent d’approcher ureguation aux drivee partielles mais qu’elles sont liraés, ce qui
nous conduit affirmer qu’il n’existe pas une @thode nurarique universelle pour approcher la
solutionéxacte.
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