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Cours: Equations aux D́erivées Partielles

Méthodes des Diff́erences Finies

Préface.Ce cours est une enquête de pratique des techniques de résolution nuḿerique des diff́erentes
classes d’́equations aux d́erivées partielles (elliptiques, paraboliques et hyperboliques). L’accent
sera mis sur la programmation de schémas nuḿeriquesà des probl̀emes pratiques dans l’ingénierie
et les sciences physiques. La résolution comprendra la ḿethode des différences finies et la ḿethode
des caract́eristique pour les EDP hyperboliques. Pratiquement, elles seront pleinement utilisées
en MATLAB et ses fonctionnalités de programmation.
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2.2. Cas òu h = 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13
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1. Introduction

Leséquations aux d́erivées partielles (EDP) sont omniprésentes dans toutes les sciences, puisqu’elles
apparaissent aussi bien en dynamique des structures, mécanique des fluides que dans les théories de
la gravitation ou de l’́electromagńetisme (Exemple: leśequations de Maxwell). Elles sont primor-
diales dans des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthèse d’images, la prévision
mét́eorologique, la d́emographie, ou les finances. Enfin, leséquations les plus importantes de la
relativité ǵeńerale et de la ḿecanique quantique sontégalement des EDP. Ce sont deséquations
indispensables pour la résolution de presque la totalité des probl̀emes dans ces domaines.
Nous pouvons citer par exemple:

1. l’ équation de Schrdinger indispensableà la ḿecanique quantique:~
2

2m
∂2u
∂x2 +ı~∂u

∂t
−U(x)u = 0

2. l’ équation d’advection qui d́ecrit comment une quantité est transportée dans un courant (par
exemple un poluant dans de l’eau):∂u

∂t
(x, t)+c∂u

∂x
(x, t) = f(x, t), c étant la vit̀esse du milieu

qui est souvent une constante.

3. l’ équation de Black-Scholes utilisée en finances:
∂c
∂t

+ S σ2

2
∂2c
∂S2 + rS ∂c

∂S
− rc = 0 où c = c(t, S) est un prix etσ, r des constantes.

4. L’ équation d’ondes decrivant les phénom̀enes de propagation des ondes sonores et des ondes
électromagńetiques comme la lumière dans des milieux comme l’air ou le vide physique:
∆u− 1

c2
∂2u
∂t2

= 0⇒ ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2 = 1

c2
∂2u
∂t2

. Le nombre c repŕesente la ćelérité pour le cas
de la lumìere ou la vitesse de propagation de l’onde u.

5. L’ équation de Fourrier oúequation de la chaleur qui decrit l’évolution de la temṕerature en
fonction du temps et de l’espace:∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 + ∂2u

∂z2 = 1
α

∂u
∂t

. Le nombreα est appeĺe diffusivité
thermique du milieu.

Certaines de ces EDP ontét́e ŕesolues analytiquement et leurs solutions sont connues. Toute-
fois, un nombre important d’autres existent sans solutions analytiques. C’est dans cette optique
que les recherches se sont penchées sur les ḿethodes nuḿeriques pour arriver̀a approximer les
solutions de ceśequations.

Notons que malgŕe ces efforts ind́eniables, il n’existe pas de ḿethodes universelles pour la
résolution nuḿerqiue des EDP. L’algorithme de résolution d́epend tr̀es étroitement du type de
probl̀eme pośe. C’est pour cela que nous allons restreindre notre champs d’étude. On exigera
que l’équation satisfasse quelques proprièt́es comme lalinéarité pour que la ŕesolution soit possi-
ble.

2. Définition

En math́ematiques, plus préciśement en calcul diff́erentiel, unéequation aux d́erivées partielles
ou équation diff́erentielle partielle (EDP) est unéequation dont les solutions sont les fonctions
inconnues v́erifiant certaines conditions concernant leurs dérivées partielles. C’est unéequation
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math́ematique contenant en plus de la variable dépendante (u dans les cas suivants) des variables
indépendantes(x, y, ...) ∈ Rn et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peutécrire sous la
forme:

F (x, y, ..., u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
, ...) = 0,

Exemple

• l’ équation aux d́erivées partielles∂
2u

∂x2 − ∂2u
∂y2 = 0 qui admet comme solutions:u(x, y) =

(x + y)3, u(x, y) = sin(x− y),. . .

• l’ équation de la Laplace∆u = 0, en dimensions 2 2D, qui admet aussi au moins deux
solutions dontu(x, y) = x2 − y2 etv(x, y) = exsin(y)

les conditionsétant moins strictes que dans le cas d’uneéquation diff́erentielle ordinaire; les
probl̀emes incluent souvent des conditions aux limites qui restreignent l’ensemble des solutions.
Pour assurer donc l’unicité de la solution, comme on le fait avec leséquations diff́erentielles or-
dinaires,EDO, on tiendra compte des conditions prédonńees comme lesconditions aux limiteset
lesconditions initiales.

Classification des EDP lińeaires du śecond ordre

Comme il est dit haut, il n’existe pas de méthodes universelles pour la résolution des EDP, nous
allons nous contenter de celles qui sont linéaires et du śecond ordre.

Quand on poseX = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, uneéquation aux d́erivées partielles du sécond ordre
sera de la forme:

n∑
i=1

n∑
j=1

Ai,j(X)
∂2u

∂xi∂xj

(X) +
n∑

i=1

Bi(X)
∂u

∂xi

(X) + Cu = G(X)

avecAi,j, Bi, C, G des fonctions ind́ependantes deu ne s’annulant pas toutes simultanément dans
Rn. Si nous nous limitons dansR2, c’est à direX = (x, y) ∈ R2 l’ égalit́e pŕećedemment pośee
prend la forme de:

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G(x, y) (2.1)

La classe d’une telléequation est d́et́ermińee par le calcul de
∆ = B2(x0, y0)− 4A(x0, y0)C(x0, y0)

• Si ∆ < 0, on parle d’unéequation elliptique,
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• Si ∆ = 0, l’EDP est dite parabolique,

• Si ∆ > 0, on a unéequation hyperbolique.

Résoudre nuḿeriquement un exemple pour chaque type d’équation aux d́erivées partielles sus-
mentionńes constituera nos projets dans ce rapport.

Remarque:

Notons que les ḿethodes nuḿeriques passent toujours par des discrétisations des problèmes an-
alytiques en des problèmes nuḿeriques et qu’il existe une infinité des ḿethodes de discrétisation
d’uneéquation. Nous ne pouvons jamais lesénumerer toutes mais les plus couramment utilisées
pour la ŕesolution deśequations aux d́erivées partielles sont:

1. La méthode des diff́erences finies,

2. La méthode deśeléments finis,

3. la méthode des volumes finis,

4. la méthode des caractéristiques.

Mais sachez que nous n’utiliserons ici que la méthode desdifférences finies.
La méthode consistèa remplacer les d́erivées partielles par des différences diviśees ou combi-
naisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds
du maillage. L’avantage de cette méthode est qu’il y a une grande simplicité d’écriture et un
faible cot de calcul. Elle est couramment pratique et facile d’accès. Elle repose sur deux no-
tions : la discŕetisation des oṕerateurs de d́erivation ou diff́erentiation et la convergence du schéma
numérique ainsi obtenu. Son inconvénient est qu’on se limitèa des ǵeoḿetries simples, et qu’il y
a des difficult́es de prise en compte des conditions aux limites de type Neumann.

Maillage:

Puisqu’on áevoqúe le motmaillagedans le paragraphe préćedent et qu’on en aura tout le temps
besoin, d́efinissons-le ici.
On appelle maillage un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va appliquer
la méthode des diff́erences finies. Pour une application définie sur un segment deR, on ajoutera
en ǵeńeral les deux extrémit́es du segment; pour un maillage en dimension supérieure, on sera
ameńe à choisir,éventuellement, des points du contours du domaine de définition. On appelle
le pas du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins. En dimension 1,
cela se simplifie en diff́erence des abscisses. Ce pas n’est pas nécessairement constant, il peut
mêmeêtre judicieux de ne pas le fixer comme tel. Le pas (global) de l’approximation peutêtre
défini comme le plus grand pas du maillage. Ainsi, si ce pas global tend vers 0, cela veut dire
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que la ŕepartition des points du maillage dans l’intervalle choisi tendà se faire sur tout le domaine
d’étude par densité.
Exemple: Pour un intervalle de validité [0, 2], avecn le nombre des pas, on auran + 1 points qui
sont donńes par la relationxi = i× h avech = 2

n
constant,0 ≤ i ≤ n.

Notation indicielle:

Durant ces projets nous utiliserons souvent lanotation indicielle. C’est pourquoi nous voulons
en rappeler le principe. six est un des vecteurs de base du repère (quadrillage) discrétiśe, nous
noterons le pointx(i), qui est laieme abscisse parxi et de m̂eme lajeme ordonńeey(j) sera not́e
yj et siu est maintenant la fonction, ici la solution de l’équation aux d́erivées partielles d́ependant
seulement des variables de l’espace, on remplacerau(xi, yj) parui,j. Si, en plus des variables de
l’espace, il existe une variable temprellet(k) = tk, alors la fonctionu(xi, yj, tk) sera not́eeuk

i,j.
En résuḿe, les indices des variables spatiales resteront en indices et celui du temps sera en ex-
posant. C’est ce qu’on appelera lanotation indicielle.
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Chapitre 1

Résolution d’une EDP elliptique

1. Discrétisation de l’EDP:

Soit :
∂2u

∂x2
+

∂2

∂x2
= 0, ∀(x, y) ∈ [a, b]× [c, d]

On prendrahx ethy les pas de discrétisation des intervalles[a, b] et [c, d]

1. Discŕetisation de l’intervalle[a, b]
hx = b−a

nx
(nx étant le nombre d’intervalles dans[a, b])

⇒ x(i) = xi = a + i× hx, i = 0, 1, · · · , nx

2. Discŕetisation de l’intervalle[c, d]
hy = d−c

ny
(ny étant le nombre d’intervalles dans[c, d])

⇒ y(j) = yj = c + j × hy, j = 0, 1, · · · , ny

Remark 1. : Constatons quexi+1 = a + (ı + 1)hx = (a + ıhx) + hx = xi + hx. Dans la suite,
nous remplacerons chaque foisxi + hx, xi − hx, yj + hy, yj − hy sucćessivement parxi+1, xi−1,
yi+1, yi−1.

1.1. Méthode des diff́erences finies:

Cette ḿethode consistèa approximer les d́erivées partielles d’unéequation au moyen des devel-
oppemets de Taylor et ceci se déduit directement de la définition de la d́erivée.
Soitf(x, y) une fonction continue et dérivable de classeC∞, alors la d́erivée partielle pŕemìere de
f par rapport̀ax est calcuĺee par la formule:

f ′x(x, y) = lim
hx→0

f(x + hx, y)− f(x, y)

hx

9
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Si hx <<< 1, le d́eveloppement de Taylor au voisinage de 0 def(x + hx, y) donne:
f(x + hx, y) = f(x, y) + hx

∂f
∂x

+ θ(hx) ' f(x, y) + hx
∂f
∂x

avec une erreur de l’ordre dehx.

⇒ ∂f(x, y)

∂x
' f(x + hx, y)− f(x, y)

hx

Ceci est appelé lesch́ema avant.
De la m̂eme manìere, nous pouvons aussi donner lesch́ema arrìerequi est de la forme:

∂f(x, y)

∂x
= lim

hx→0

f(x, y)− f(x− hx, y)

hx

Avec la formule de Taylor, ceci nous donne:
f(x, y) = f(x− hx, y) + h∂f(x,y)

∂x
+ θ(hx) ' f(x− hx, y) + h∂f(x,y)

∂x
avec une erreur dehx.

⇒ ∂f(x, y)

∂x
' f(x, y)− f(x− hx, y)

hx

La somme de ces deux schémas nous donne lesch́ema centŕesuivant:

∂f(x, y)

∂x
' f(x + hx, y)− f(x− hx, y)

2hx

.

En ŕesuḿe, on a les trois approximations suivantes pour la dérivée partielle première def(x, y)
par rapport̀ax avec la formule de Taylor:

f ′x(x, y) = lim
hx→0

f(x + hx, y)− f(x, y)

hx

≈





f(x+hx,y)−f(x,y)
hx

sch́ema avant
f(x,y)−f(x−hx,y)

hx
sch́ema arrìere

f(x+hx,y)−f(x−hx,y)
2hx

sch́ema centŕe

La dérivée śecondef ′′x def(x, y) sera alors de la forme:

∂2f

∂x2
≈

f(xi+1,yj)−f(xi,yj)

hx
− f(xi,yj)−f(xi−1,yj)

hx

hx

∂2f

∂x2
' f(xi+1, yj)− 2f(xi, yj) + f(xi−1, yj)

h2
x

(1.1)

Nous utiliserons tour̀a tour ceśegalit́es dans la suite pour approximer les dérivées partielles.

1.2. Approximation de l’équation différentielle partielle

Soit l’équation de Laplace:

∆u = 0 ⇔ ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (1.2)
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Posonsu(xi, yj) = ui,j (en notation indicielle). Compte t́enu de la relation 1.1 du paragraphe
préćecdent,

∂2u

∂x2
≈ ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
x

Puisquexi et yj jouent un rle syḿetrique dans l’́equation du potentiel (de Laplace), un raison-
nement analoguèa celui de l’approximation def ′′x nous donne:

∂2u

∂y2
≈ ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
y

rapportons ces aproximations dans l’EDP 1.2:

⇔ ∆u ≈ ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
x

+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
y

= 0

Dans ce cas particulier où hx = hy = h, donc, nous avons finalement:
{

∆u = 0 ⇔ ui+1,j+ui,j+1−4ui,j+ui−1,j+ui,j−1

h2 = 0
i = 0, 1, · · · , nx et j = 0, 1, · · · , ny

Remark 2. : A chaquéetape, nous ŕemarquons que pour calculer la valeur deui,j au point(xi, yj)
nous avons besoin de connaı̂tre les pointsui−1,j, ui,j−1, ui+1,j et ui+1,j comme l’indique le dessin
suivant:

-

6

j

i

ui,jui−1,j ui+1,j

ui,j−1

ui,j+1

¡
¡

¡
¡

¡

¡
¡

¡
¡

¡

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

C’est pour cela que nous appelons cette formulela formule à 5 pointsqui peutêtre represent́ee
comme suit:

∆u = 0 =⇒ 1

h2





1
1 −4 1

1



ui,j = 0
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2. Résolution de l’EDP par la méthode directe:

Exemple:

Soit à ŕesoudre l’́equation de Laplace




∆u = 0 dans le domaine(x, y) ∈ [0, 20]× [0, 10]
u(x, 0) = u(x, 10) = u(0, y) = 0 etu(20, y) = 100
hx = hy = h ∈ {5, 2.5, 1.25, 0.625, 0.3125}

Tout en varianth, résoudre cette EDP:

1. En utilisant la ḿethode directe.

2. En utilisant la ḿethode de relaxation de Liebmann.

3. Conclure.

2.1. Cas òu h = 5

On a:hx = b−a
nx

⇒ nx = b−a
hx

= 20−0
5

= 4 etny = d−c
hy

= 10−0
5

= 2 La grille maillée contient alors
(nx+1)×(ny+1) mailles vu que nous avonsà rajouter les points òuxi = 0 et ceux òuyj = 0 c’està
dire les points intersection de la courbe avec les axes. Mais comme les conditions aux limites nous
donnent les images sur les bords, alors les points inconnus restent seulement ceux de l’intérieur du
cadrillage. Ce qui fait donc que le nombre d’inconnues est alors(nx − 1)× (ny − 1) = 3× 1 = 3
Nous obtenons le système de troiśequations̀a trois inconnues suivant:




−4u1,1 + u2,1 + 0u3,1 = 0
u1,1 − 4u2,1 + u3,1 = 0
0u1,1 + u2,1 − 4u3,1 = −100

Il nous reste maintenantà ŕesoudre le système matriciel:A× U = B Avec:

A =



−4 1 0
1 −4 1
0 1 −4


 , B =




0
0

−100


 etU =




u1,1

u2,1

u3,1




Avec une des ḿethodes vues en Analyse Numérique II (résolution des systèmes lińeaires), nous
obt́enons la solution:

U =




1.786
7.143
26.786
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2.2. Cas òu h = 2.5

Nous avons aussi:nx = b−a
h

= 20−0
2.5

= 8 et ny = d−c
h

= 10−0
2.5

= 4, ce qui nous donne un système
àn = (nx − 1)× (ny − 1) = 7× 3 = 21 équations̀a 21 inconnues de la forme:





−4u1,1 + u2,1 + · · ·+ u1,2 + · · · · · · = 0
u1,1 − 4u2,1 + u3,1 + · · ·+ u2,2 + · · · = 0
...
· · · · · · · · ·+ u6,1 − 4u7,1 + · · · · · · = −100
u1,1 + · · · · · · − 4u2,1 + u2,2 + · · · · · · = 0
...

Les conditions aux limites nous ont ramené à avoir la grille suivante dans laquelle nous allons
chercher les inconnus de l’équation:

-

6

0
0

0

0

0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 ~x

~y

0 0 0 0 0 0 0 0

100

100

100u1,1

u2,1

u3,1

u1,2 u1,3 u1,4 u1,5 u1,6 u1,7

u2,2

u3,2

u2,3 u2,4 u2,5 u2,6 u2,7

u2,3 u3,4 u3,5 u3,6 u3,7

Avec un petit programme sur Matlab, nous transformons la matrcieU en un vecteur~v pour
pouvoir bien ŕesoudre le système sans erreur puisque la résolution du systèmeAU = B éxige que
U soit un vecteur. Voici le programme qui a assuré la transformation:
********************************************
for j=1:ny-1
for i=1:nx-1
v(k)=u(i,j);
k=k+1;
end
end
**********************************************

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)
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Ce qui nous donne après, le syst̀eme:




−4v1 + v2 + · · ·+ v8 + · · · · · · = 0
v1 − 4v2 + v3 + · · ·+ v9 + · · · = 0
...
· · · · · · · · ·+ v6 − 4v7 + · · · · · · = −100
v1 + · · · · · · − 4v8 + v9 + · · · · · · = 0
...

Il nous reste maintenantà ŕesoudre le système matriciel suivant:A× ~v = B, avec

A =




−4 1 1
1 −4 1 1
0 1 −4 1 1

. .. .. . . ..
1 −4 0 1

1 0 −4 1 1

0
. . . .. . 1

.. . . . . . ..
...
0 1 1 −4




etB =




0
...
...

−100
...
...

−100
...
...

−100




L’utilisation de la ḿethode deJacobi ou Gauss-Seidelpourrait nous donner les solutions du
syst̀eme. Toutefois, nous allons adapter la résolution directe comme le titre l’indique pour résoudre
ce syst̀eme. voici le programme complet, expliqué, saisi en Matlab qui nous a permis d’avoir la
matriceU à partir des calculs deśelements du vecteur~v.
*************************************************
clc;clear
h=2.5;
a=0;
b=20;
c=0; d=10;
nx=(b-a)/h;
ny=(d-c)/h;
n=(nx-1)*(ny-1);
%%% (remplissage deśeléments de la matrice A)
A=zeros(n);
for i=1:(n-1)
A(i,i)=-4;
A(i+1,i)=1;
A(i,i+1)=1;

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)
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if (mod(i,(nx-1))==0)
A(i+1,i)=0;
A(i,i+1)=0;
end
end
for i=1:n-nx+1
A(nx-1+i,i)=1;
A(i,nx-1+i)=1;
end
A(n,n)=-4;
%%% (remplissage deśeléments de la matrice B)
for i=1:n
B(i)=0;
if (mod(i,nx-1)==0)
B(i)=-100;
end
end
%%% (ŕesolution du système Av=B et transformation du vecteur~v en la matriceU ).
V = A\B′;
k=1;
for j=1:ny-1
for i=1:nx-1
u(j,i)=V(k);
k=k+1;
end
end
%%% (d́ecallage deśelements pour inśerer les conditions aux limites)
for j=ny:-1:2
for i=nx:-1:2
u(j,i)=u((j-1),i-1);
end
end
for i=1:nx
for j=1:ny
u(1,i)=0;
u(j,1)=0;
u(ny+1,i)=0;
u(j,nx+1)=100;
end
end
u(1,nx+1)=0;
%%% les vecteurs x et y

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)
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x=0:h:b; y=0:h:d;
%%% (affichage la courbe en tenant compte des vecteurs x ,y et de la matrice U)
mesh(x,y,u)
**********************************************

Remark 3. : Pour évaluer le syst̀eme avec les autres valeurs deh, il suffit de remplacer 2.5 par
les autres valeurs et compiler le programme, cela donnera la courbe correspondante pour chaque
valeur deh.

Voici en ŕesuḿe, les courbes qu’on obtient en varianth:

Figure 1.1: Evolution de la courbe∆u = 0 en fonction deh avec la ḿethode directe

Malgré que cette ḿethode ait pu nous donner une solution approchéeà l’EDP∆u = 0, celle-ci
est obt́enue par une approximation des∂2u

∂x2 et ∂2u
∂y2 par l’utilisation de la formule de Taylor tronquée

à l’ordre 2. Nous avons donc commis une erreur de l’ordre deh2.
Non seulement cette erreur commise est considérable mais le calcul deśeléments du vecteur~v
est de plus en plus couteux en mémoire. Par exemple pourhx = hy = h = 1.25, la matrice
A ∈ M(105). La résolution de ce système matriciel avecA une matrice carŕee(105, 105) néćessite
une ḿemoire de 14000 bytes (octets) dans la machine. Or, pour affiner beaucoup plus la solution
numérique vers la solution analytique, nous dévons faire tendreh vers zero pour qu’il soit tr̀es
proche de la limite approxiḿee par la ḿethode de Taylor. Ce qui augmentera encore la néćessit́e

Département de Math́ematiques
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de ḿemoire et qui risquera de planter la machine sinon nous devons avoir des machinesà mémoires
gigantesques (qui ne sont pasà la port́ee de tout le monde!).

3. Méthode de relaxation de Liebmann

Pour ŕemèdier le probl̀eme pŕećedement pośe, Liebmann a pensé à la ḿethode it́erative deGauss-
Seidelpuisque la matriceA està diagonales dominantes, c’està dire:

| Ai,i |>
n∑

j=1,j 6=i

| Ai,j |, ∀1 ≤ i ≤ n

3.1. Méthode:

Le sch́ema nuḿerique obtenu dans la partie 1 de ce projet nous donne:

ui−1,j + ui,j−1 − 4ui,j + ui+1,j + ui,j+1 = 0

⇔ ui,j =
ui−1,j + ui,j−1 + ui+1,j + ui,j+1

4

⇔ uk+1
i,j =

uk+1
i−1,j + uk+1

i,j−1 + uk
i+1,j + uk

i,j+1

4
(3.1)

Cette ḿethode est appelée méthode it́erative deLiebmann. Une condition initiale est́exigée,
comme pour toute autre ḿethode it́erative, pour pouvoir commencer le procéssus.
Pour cette ḿethode, on a besoin de seulement 6000 bytes (octets) pour résoudre le système au lieu
de 14000 bytes pour la ḿethode directe, pourh = 1.25.
On peut aussíecrire:

uk+1
i,j = uk

i,j +

[
uk+1

i−1,j + uk+1
i,j−1 + uk

i+1,j + uk
i,j+1

4

]

le terme entre crochets est appelé résidusconu comme un ajustement de la valeur préćedenteuk
i,j

pour avoir la valeuruk+1
i,j

3.2. Idée de Relaxation:

Au lieu d’ajouteréxactement le ŕesidus, on ajoute un terme un peu plus grand en introduisant un
facteur de relaxationw compris entre 1 et 2 pour avoir la nouvelle relation :

uk+1
i,j = uk

i,j + w ×
[

uk+1
i−1,j + uk+1

i,j−1 + uk
i+1,j + uk

i,j+1

4

]

Département de Math́ematiques
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w est appeĺe unoptimum, et il est obtenu, dans les conditions de Dirichlet, par une estimation plus
raisonnable comméetant la plus petite valeur des solutions de l’équation

(cos
π

nx

+ cos
π

ny

)2w2 − 16w + 16 = 0

La résolution de cettéequation du śecond d́egŕe nous donne:

wopt =
4

2 +
√

4− (cos π
nx

+ cos π
ny

)2

Nous reprenons ici le m̂eme exercicéenonće au d́ebut du projet et le résoudre en utilisant cette
nouvelle relation. voici, en Matlab, le programmeà compiler avech = 0.625. Pour avoir les autres
courbes, il suffit de changer la valeur deh par les autres valeurs.

************************************************
clear; clc;
a=0; b=20;
c=0; d=10;
h=0.625 ;
%%% les vecteurs~ox, ~oy x=0:h:b; y=0:h:d;
nx=(b-a)/h; ny=(d-c)/h;
c=cos(pi/nx)+cos(pi/xy);
w=4/(2+sqrt(4-C*C));
u=zeros(ny+1,nx+1);
v=zeros(ny+1,nx+1);
for j=2:ny
u(j,nx+1)=100;
end
while (abs(norm(u-v) 1e-6))
v=u;
for j=2:nx
for i=2:ny
u(i,j)= u(i,j)+w/4*(u(i+1,j)+u(i-1,j)+u(i,j+1)+u(i,j-1)-4*u(i,j));
end
end
end
mesh(x,y,u)
*************************************************
Voici les courbes ŕepresentatives pour chaque valeur deh.

Département de Math́ematiques
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Figure 1.2: Evolution de la courbe∆u = 0 en fonction deh pour la ḿethode de relaxation

Conclusion

Nous remarquons que les deux méthodes convergent et tendentà former une vraie courbe spatiale
quandh tend vers zero. Ce qui est en commun accord avec les approximations car sih <<< 1,
les approximations de Taylor sont presqueégales aux d́erivées partielles respectives. Il faut donc
tenir compte de la valeur deh et ne lui attribuer une valeurà son gŕe. Il est aussìa noter qu’avec
la méthode de relaxation le problème de ḿemoire qui áet́e un fĺeau dans la ḿethode explicite est
résolu puisqu’on est passé d’un besoin en ḿemoire de 14000 bytes pour la méthode directèa 6000
bytes pour la ḿethode de Liebmann avech = 1.25. Cette m̂eme ḿethode de relaxation de Lieb-
mann converge vite que la méthode directe, ceci se voit par comparaison simple des figures.
Le choix de la ḿethode compte aussi plus pour mieux mener la résolution nuḿerique d’une
équation aux d́erivées partielles.
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Chapitre 2

Résolution d’une EDP parabolique

Enoncé:

Soit à ŕesoudre l’́equation de la chaleur∂u
∂t

= α∂2u
∂x2 avecα ∈ R fixe. Consid́erons le syst̀eme:





∂u
∂t

= κ
cρ

∂2u
∂x2

u(x, 0) =

{
100x si x ∈ [0, 1]
100(2− x) si x ∈ [1, 2]

u(0, t) = u(2, t) = 0

Prendreκ = 0.13, c = 0.11, ρ = 7.8g/cm3, ∆x = 0.25. ∆t sera donńe par les conditions de
stabilit́e d́efinies par l’ińequation:r = κ

cρ
∆t

∆x2 < 1
2
. La solution analytique est donnée par:

uexact(x, t) = 800×
∞∑

n=0

1

π2(2n + 1)2
× cos

π(2n + 1)(x− 1)

2
× e−0.3738(2n+1)2t

1. Utiliser la méthode directe (ḿethode explicite) en supposantr > 1
2

puis r < 1
2
. Que

constatez-vous?

2. Utiliser maintenant la ḿethode de Crank- Nicolson et faites varier ler. Que constatez-vous?

3. Comparaisons des ḿethodes:

(a) Comparer, en fonction der, graphiquementuexact(0.25, t) etuapp(0.25, t) puisuexact(0.75, t)
etuapp(0.75, t)

(b) Même question pouruexact(x, 0.99) etuapp(x, 0.99) puis
uexact(x, 1.98) etuapp(x, 1.98)

4. Conclure.
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1. Discrétisation de l’espace et du temps:

1.1. Discŕetisation de l’espace:

Nous devons ŕesoudre notréequation aux d́erivées partielles dans l’espace compris entre 0 et 2
avec un pas∆x. Pour passer donc trouver le pointxi à partir du pointxi−1, nous devons ajouterà
ce dernier le terme∆x, de sorte que nous avons:

⇒





xi = xi−1 + ∆x
xi−1 = xi−2 + ∆x
...
x2 = x1 + ∆x
x1 = x0 + ∆x

En sommant membres̀a membres leśequations ainsi obtenues et après simplifications, nous trou-
vons:
xi = x0 + (i− 1 + 1)∆x = x0 + i∆x or x0 n’est autre que le pointa de l’intervalle[a, b], donc,
finalement:

xi = a + i∆x, 1 ≤ i ≤ nx

avecnx = b−a
∆x

= 2
∆x

1.2. Discŕetisation du temps:

Notre équation, c’est̀a dire le proćessus de ŕesolution doit se refaire dans un intervalle de temps
égalà∆t jusqu’̀a arriveràTmax. Pour passer detj à tj+1 nous devons̀a chanque fois ajouter∆t à
tj. Par un raisonnement par récurence comme préćedemment, nous tirons:tj = j∆t cart0 = 0 et
correspond̀a l’instant = 0.
tj = j∆t, 1 ≤ j ≤ nt avecnt = Tmax

∆t

2. Programmation de la solution analytique:

Soit:

uexact(x, t) = 800×
∞∑

n=0

1

π2(2n + 1)2
× cos

π(2n + 1)(x− 1)

2
× e−0.3738(2n+1)2t

Puisque nous sommes en analyse numérique et non en analyse fondamentale nous devons savoir
que nous ne travaillons qu’avec des points d’un maillage et non dans tout le domaine comme on
aurait cru le faire. Pouŕevaluer la valeur nuḿerique deuexact pour tout point appartenant dans la
grille, nous devons faire une boucle qui, pour chaque point(xi, tj), calculeuexact(xi, tj).
Posons∞ = 100 acceptable en analyse numérique, nous avons donc le programme suivant qui cal-
cule leséléments de la matricev repŕesentant́exactement les valeurs deu(xi, tj) dans le cadrillage.
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***********************************
clc; clear;
k=0.13;c=0.11; p=7.8;dx=0.25;
r=1/4
dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt;%%(Nous avons fait Tmax un multiple de dt pour qu’en le divisant par dt, nt soit
toujours un entier, car sinon le programme ne compilera pas)%
cla=0; clb=0;
a=0;b=2;
nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;
% *********** la solution analytique ********************
v=zeros(nx+1,nt+1);
n=0;
while(n ≤ 100)
for i=1:nx+1
for j=1:nt+1
u(i, j) = v(i, j)+800∗1/(pi2 ∗ (2∗n+1)2)∗ cos(pi∗ (2∗n+1)∗ (x(i)−1)/2)∗ exp(−0.3738∗
(2 ∗ n + 1)2 ∗ t(j));
v(i,j)=u(i,j);
end
end
n=n+1;
end
mesh(t,x,v)
*****************************

Voici la courbe que nous avons obténue pourr = 1
4
:

3. Discrétisation de l’équation différentielle:

3.1. Rappel de la notation spatiale et temporelle:

Si la fonctionu prend comme variables le tempstj et de l’esapcexi, yj, · · · , par commodit́e du
langage, on noterau(xi, tj) paruj

i et en dimension2D de l’espace et1D en temps,u(xi, yj, tk)
sera not́ee paruk

i,j
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Figure 2.1: Repŕesentation graphique de la solution analytiqueuexact(xi, tj)

3.2. Discŕetisation des d́erivées partielles:

D’après les approximations vues dans le projet 1, pargraphe 1.1.1, nous pouvons approximer∂2u
∂x2

par:
∂2u

∂x2
(xi, tj) ≈

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i+1

(∆x)2
(3.1)

Puisque∂u
∂t

est une d́erivée simple c’est̀a dire une d́erivée pŕemìere, nous utilisons ici l’une des
trois formules vues en projet 1, paragraphe 1.1.1. Prenons la formule avale (droite):

∂u

∂t
(xi, tj) ≈ uj+1

i − uj
i

∆t
(3.2)

Nous avons remplacéhx par∆x etht par∆t.

3.3. Equation aux d́erivées partielles discr̀etisée:

Remplaons 3.1 et 3.2 dans l’EDP donnée eńenonće. On aura:u
j+1
i −uj

i

∆t
≈ κ

cρ
× uj

i+1−2uj
i +uj

i−1

(∆x)2

⇒ uj+1
i − uj

i = ∆t
(∆x)2

× κ
cρ
× (uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1)

Posonsr = ∆t
(∆x)2

× κ
cρ

, l’ équation devient:

uj+1
i = ruj

i+1 + (1− 2r)uj
i + ruj

i−1

Ceci est l’́equation discŕetiśee de l’́equation de la chaleur avec la méthode des diff́erences finies.
On l’appelleéquation de la ḿethode directe.
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Remark 4. :

1. r regroupe les constantes physiques du problème et celles de la discrétisation de l’espace
[a, b] et du temps[0, Tmax]. Donc les pas de discrétisations influencent l’équation discŕetiśee.

2. Pourj = 0, t = 0 etu1
i = ru0

i+1+(1−2r)u0
i +ru0

i−1 ⇒ l’ équation ńećessite la connaissance
de la condition initiale pour d́emarrer le proćessus.Cette condition n’est autre quef(x, 0) =
f(xi) donńee par l’́enonće du probl̀eme.

3.4. Ŕesolution numérique du syst̀eme:

Quand on fixej et on variei de 1à nx − 1, on obtient le système lińeaire denx − 1 équations̀a
nx − 1 inconnues suivant:





uj+1
1 = ruj

2 + (1− 2r)uj
1 + ruj

0

uj+1
2 = ruj

3 + (1− 2r)uj
2 + ruj

1

... ⇐⇒
{

U j+1 = M × U j + N
0 ≤ j ≤ nt − 1

...
uj+1

nx−1 = ruj
nx

+ (1− 2r)uj
nx−1 + ruj

nx−2

Avec: uj
0 la condition aux limites ena, on la notera dans la programmationuj

0 = cla et uj
nx

la
condition aux limites enb qui sera not́eeuj

nx
= clb. Nous avons donc:

M =




1− 2r r 0 · · · · · · · · · 0

r 1− 2r r
. . .

...

0 r 1− 2r r
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
...

. . . r 1− 2r r
0 · · · · · · 0 r 1− 2r




etN =




rU j
0

0
...
...
...
0

rU j
nx




La matriceM est une matricetridiagonaleou trigonale et la ŕesolution est d’autant plus simple
à programmer avec une des méthodes it́eratives ou directes vues en analyse numérique II. Mais,
encore une fois, nous allons nous suffire de la résolution directe par la division matricielle. C’est
à dire si on àa ŕesoudre le systèmeAu = B alors onécrira en Matlabx = A \ B et nous aurons
automatiquement la réponse.
Attention: B doit être un vecteur colonne de même nombre d’́eléments que le nombre des lignes
deA et le vecteur~u sera donńe en un vecteur colonne. Il ne nous est pas nouveau de donner la
transpośee d’une matrice pour avoir tout ce que nous voulons.
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Nous avons prisr = 1
4

pour le cas òu r < 1
2

et r = 0.625 pour le cas òu r > 1
2
, on a le programme

suivant qui nous calcule les valeurs du vecteur~u, remplaće par le vecteur~h dans le programme
pour pouvoir lier le programme avec le premier calculant leséléments de la matricev pour la solu-
tion éxacte,̀a chaque instantj et qui les stocke dans une matricew, en commanant par les valeurs
initiales qui ne sont d’autres que les conditions initiales. Pour avoir la courbe du deuxième cas, il
suffit de remplacerr par0.625

******************************************
clc; clear;
k=0.13;c=0.11;
p=7.8;dx=0.25;
r=1/4; dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;
for i=1:nx-1
N(i)=0;
end
N(1)=r*cla;
N(nx-1)=r*clb;
for i=1:nx-2
M(i,i)=1-2*r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;
end
M(nx-1,nx-1)=1-2*r;
for i=1:nx+1
if x(i) < 1
Ci(i)=100*x(i);
else
Ci(i)=100*(2-x(i));
end
end
for i=1:nx-1
h(i)=Ci(i+1);
end
j=1;
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h=h’;
while(j < nt + 2)
for i=1:nx-1
w(i,j)=h(i);
end
h=M*h+N’;
j=j+1;
end
for i=nx:-1:2
for j=nt+1:-1:1
w(i,j)=w(i-1,j);
end
end
for j=1:nt+1
w(1,j)=0;
w(nx+1,j)=0;
end
mesh(t,x,w);
*********************************
Voici les courbes obtenues après compilation pour les deux cas:

Figure 2.2: Courbe de la solution numérique,
méthode explicite pourr < 1

2

Figure 2.3: Courbe de la solution numérique,
méthode explicite pourr > 1

2

Constatations:

Nous avons ŕemarqúe, d’apr̀es les deux graphes corresondantesà r < 1
2

et r > 1
2
, que la ḿethode

présente deux régions de stabilit́e. Si r < 1
2

la méthode est stable et converge vers la solution
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analytique. Nous avons une courbe semblableà celle de la solution analytiquementétablie. Plus
j s’accroit, plus les valeurs du vecteur~u deviennent nulles. Ce qui est en entier accord avec la
solution éxacte qui est une série des fonctions convergente, alors son terme géńeral doit tendre
forcement vers 0.
Mais sir > 1

2
, la méthode pŕesente des failles et la courbe ne converge même pas. L’allure obténue

dans ce cas est totalement en désaccord avec celle de la solutionéxacte.
Pour avoir un bon ŕesultat dans cette ḿethode, il faut donc ténir compte de la valeur der car elle
influencera le ŕesultat.

4. Méthode de Crank - Nicolson ou ḿethode implicite:

En math́ematiques, en analyse numérique, la ḿethode deCrank-Nicolson est un algorithme sim-
ple permettant de résoudre des systèmes d’́equations aux d́erivées partielles. Cette ḿethode utilise
les différences finies pour approcher une solution du problème : elle est nuḿeriquement stable,
et quadratique pour le temps. On peut facilement la géńeraliserà des probl̀emesà deux ou trois
dimensions.
Cette ḿethode, publíee en 1947, est le résultat des travaux de la mathématicienne britannique
Phyllis Nicolson(1917− 1968) et du physicienJohn Crank (1916− 2006). Ils l’utilis èrent dans
la résolution de l’́equation de la chaleur. Mais, peu après la ḿethode est devenue usuelle dans
plusieurs probl̀emes nuḿeriques.

4.1. Méthode:

Pour assurer une résolution nuḿerique stable et ce dans toute la région de l’́etude, Crank et Nicol-
son ont propośe de prendre la moyenne des derivées partielles spatiales deu entre les instantstj et
tj+1 au lieu de consid́erer seulement la dérivée spatialèa l’instanttj, c’està dire:

∂u

∂t
(xi, tj) =

α

2

[
∂2u

∂x2
(xi, tj) +

∂2u

∂x2
(xi, tj+1)

]

4.2. Ŕesolution numérique de l’EDP

Nous remplaons les dérivées partielles par leurs approximations déjà établies pour avoir l’́equation
numérique suivante:
1
2

(
uj

i+1−2uj
i +uj

i−1

(∆x)2
+

uj+1
i+1−2uj+1

i +uj+1
i−1

(∆x)2

)
= cρ

κ
× uj+1

i −uj
i

∆t

⇒ 2
(
uj+1

i − uj
i

)
= ∆t

(∆x)2
κ
cρ

(
uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1 + uj+1
i+1 − 2uj+1

i + uj+1
i+11

)
.

Posonsr = ∆t
(∆x)2

κ
cρ

, on trouve l’́equation:

−ruj+1
i−1 + (2 + 2r)uj+1

i − ruj+1
i+1 = ruj

i−1 + (2− 2r)uj
i + ruj

i+1
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Ceci est lesch́ema numérique de Crank - Nicolson.
Lorsque nous fixonsj et faisons varieri, nous obt́enons le système lińeaire suivant:





−ruj+1
0 + (2 + 2r)uj+1

1 − ruj+1
2 = ruj

0 + (2− 2r)uj
1 + ruj

2

−ruj+1
1 + (2 + 2r)uj+1

2 − ruj+1
3 = ruj

1 + (2− 2r)u2
i + ruj

3

−ruj+1
2 + (2 + 2r)uj+1

3 − ruj+1
4 = ruj

2 + (2− 2r)uj
3 + ruj

4
...
...

−ruj+1
nx−2 + (2 + 2r)uj+1

nx−1 − ruj+1
nx

= ruj
nx−1 + (2− 2r)uj

nx
+ ruj

nx

=⇒ M1U
j+1 + N1 = M2U

j + N2

Avec:

M1 =




2 + 2r −r 0 · · · · · · · · · 0

−r 2 + 2r −r
.. .

...

0 −r 2 + 2r −r
. ..

...
...

.. . . .. .. . . .. 0
...

. .. −r 2 + 2r −r
0 · · · · · · 0 −r 2 + 2r




, N1 =




−rU j+1
0

0
...
...
...
0

−rU j+1
nx




M2 =




2− 2r r 0 · · · · · · · · · 0

r 2− 2r r
. ..

...

0 r 2− 2r r
. ..

...
...

. .. . .. . .. . .. 0
...

. .. r 2− 2r r
0 · · · · · · 0 r 2− 2r




, N2 =




rU j
0

0
...
...
...
0

rU j
nx




=⇒ U j+1 = M−1
1 [M2U

j + (N2 −N1)]

Ce syst̀eme matriciel est lińeaire d’ordrenx − 1.

4.3. Programmation de la solution

Voici le programme qui sert̀a donner la courbe de la solution numérique de la ḿethode de Crank
- Nicolson. Pour avoir la solution (la courbe) pour le deuxième cas, il suffit de remplacerr par0.25:

*********************************
clc; clear;
k=0.13;c=0.11;
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p=7.8;dx=0.25;
r=0.625;
dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx; nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b; t=0:dt:Tmax;
for i=1:nx-1
N1(i)=0;
N2(i)=0;
end
N2(1)=-r*cla;
N2(nx-1)=-r*clb;
for i=1:nx-2
M1(i,i)=2+2*r;
M1(i,i+1)=-r;
M1(i+1,i)=-r;
M2(i,i)=2-2*r;
M2(i,i+1)=r;
M2(i+1,i)=r;
end
M1(nx-1,nx-1)=2+2*r;
M2(nx-1,nx-1)=2-2*r;
for i=1:nx+1
if x(i)<1
Ci(i)=100*x(i);
else
Ci(i)=100*(2-x(i));
end
end
for i=1:nx-1
h(i)=Ci(i+1);
end
j=1;
h=h’;
I=eye(nx-1)
while(j<nt+2)
for i=1:nx-1
w(i,j)=h(i);
end
h=(M1\I)*(M2*h+(N2’-N1’));
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j=j+1;
end
for i=nx:-1:2
for j=nt+1:-1:1
w(i,j)=w(i-1,j);
end
end
for j=1:nt+1
w(1,j)=0;
w(nx+1,j)=0;
end
mesh(t,x,w);
******************************************

Voici les courbes ŕepresentatives dew dans les deux situations:

Figure 2.4: Courbe de la solution numérique,
méthode implicite pourr < 1

2

Figure 2.5: Courbe de la solution numérique,
méthode implicite pourr > 1

2

Constatations

Nous remarquons ici que la méthode de Crank - Nicolson est inconditionnellement stable ( c’està
dire quel que soitr ∈ R). Toutefois, quandr > 1

2
la méthode converge plus vite vers 0 que si c’est

le cas contraire. Il faut aussi savoir qu’on paie cette stabilité par la ŕesolution,à chaque instanttj,
d’un syst̀eme lińeaire qui ńećessite une inversion de la matriceM1 tridiagonale, soit:

M1U
j+1 + N1 = M2U

j + N2

=⇒ U j+1 = M−1
1 [M2U

j + (N2 −N1)]
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5. Comparaison des ḿethodes:

En fonction der, nous voulons comparer graphiquement la méthode nuḿerique explicite (directe)
avec la solution analytique pour voir comment la solution approchée se rapprochèa la solution
éxacte.

5.1. Comparaison deuexact(0.25, t) etuapp(0.25, t), uexact(0.75, t) etuapp(0.75, t)

Nous combinons le programme de la solution analytique avec celui de la solution numérique di-
recte pour pouvoir faire la comparaison, puis on ajouteà la fin du nouveau programme, la partie
suivante:
Rémarquons quexi = 0.25 si i = 2 etxi = 0.75 pouri = 4.

**************************
Sa1=v(2,:);
Sn1=w(2,:);
plot(t,Sa1,’r’,t,Sn1,’g’);
Sa2=v(4,:);
Sn2=w(4,:)
figure(2)
plot(t,Sa2,’r’,t,Sn2,’g’);
**************************

Voici donc les courbes comparatives de ces deux méthodes aux points 0.25 et 0.75:

Figure 2.6: Comparaison graphique de
uexact(0.25, t) etuapp(0.25, t)

Figure 2.7: Comparaison graphique de
uexact(0.75, t) etuapp(0.75, t)
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5.2. Comparaison deuexact(x, 0.99) etuapp(x, 0.99), uexact(x, 1.98) etuapp(x, 1.98)

Remarquons qu’avecr = 1
4
, on n’a pas un pointj tel quetj = 0.99 ni tj = 1.98 mais on voit que

pourj = 10, tj = 0.9281 ≈ 0.99 et pourj = 20, tj = 1.9594 ≈ 1.98. On refait ensuite la m̂eme
chose mais on ajoutèa pŕesent la partie suivatèa la fin de la combinaison:

%%********************************
Sa1=v(:,10);
Sn1=w(:,10);
plot(t,Sa1,’r’,t,Sn1,’g’);
Sa2=v(:,20);
Sn2=w(:,20)
figure(2) plot(t,Sa2,’r’,t,Sn2,’g’);
*******************************
Voici donc les courbes comparatives des solutions pour les deux méthodes̀a tj = 0.9281 et tj =
1.9594:

Figure 2.8: Comparaison graphique de
uexact(x, 0.9281) etuapp(x, 0.9281)

Figure 2.9: Comparaison graphique de
uexact(x, 1.9594) etuapp(x, 1.9594)

6. Etudes th́eoriques de la ḿethode explicite

6.1. Convergence nuḿerique

La notion deConvergencesignifie que la solution nuḿerique (donńee par le schema numérique)
approche la solutiońexacte (analytique) quand∆x → 0 et ∆t → 0, ce qui signifie que la maille
devient tr̀es petite.
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Consideronsuj
i la solution nuḿerique approch́ee etU j

i la solutionéxacte de l’́equation:

∂U

∂t
=

k

cρ

∂2U

∂x2

Au pointx = xi et t = tj, notons:ej
i = U j

i −uj
i Pourr = k

cρ
× ∆t

(∆x)2
, uj+1

i = r(uj
i+1 + uj

i−1) +

(1− 2r)uj
i .

ej
i = U j

i − uj
i ⇒ uj

i = U j
i − ej

i que l’on remplace dans le schema numérique pŕećedente:

U j+1
i − ej+1

i = r(U j
i+1 − ej

i+1 + U j
i−1 − ej

i−1) + (1− 2r)(U j
i − ej

i )

⇒ ej+1
i =

[
r(ej

i+1 + ej
i−1) + (1− 2r)ej

i

]
+ U j+1

i − r(U j
i+1 + U j

i−1)− (1− 2r)U j
i .

Avec la ḿethode de Taylor, nous trouvons:




U j+1
i = U j

i + ∆t× ∂U
∂t

(xi, ξ), tj ≤ ξ ≤ tj+1

U j
i+1 = U j

i + ∆x× ∂U
∂x

(xi, tj) + (∆x)2

2
× ∂2U

∂x2 (η1, tj), xi ≤ η1 ≤ xi+1

U j
i−1 = U j

i −∆x× ∂U
∂x

(xi, tj) + (∆x)2

2
× ∂2U

∂x2 (η2, tj), xi−1 ≤ η2 ≤ xi

que l’on remplace dans l’équation pŕećedemment trouv́ee pour avoir:

ej+1
i =

[
r(ej

i+1 + ej
i−1) + (1− 2r)ej

i

]
+ U j

i + ∆t× ∂U

∂t
(xi, ξ)− r(U j

i + ∆x× ∂U

∂x
(xi, tj)

+
(∆x)2

2
× ∂2U

∂x2
(η1, tj))− r(U j

i −∆x× ∂U

∂x
(xi, tj) +

(∆x)2

2
× ∂2U

∂x2
(η2, tj))− (1− 2r)U j

i .

Après simplification des quantités en couleurs, l’équation devient:

ej+1
i =

[
r(ej

i+1 + ej
i−1) + (1− 2r)ej

i

]
+∆t×∂U

∂t
(xi, ξ)−r(

(∆x)2

2
×∂2U

∂x2
(η1, tj)+

(∆x)2

2
×∂2U

∂x2
(η2, tj))

Dans un maillage tr̀es fin, les points de la discrétisation sont tr̀es proches les uns des autres. Nous
avons doncxi ≈ η1 ≈ xi+1, xi−1 ≈ η2 ≈ xi ainsi quetj ≈ ξ ≈ tj+1. Pour ce, nous allons
remplacerη1 etη2 parxi et ξ partj puisr par k

cρ
∆t

(∆x)2
pour avoir l’́equation sous la forme:

ej+1
i =

[
r(ej

i+1 + ej
i−1) + (1− 2r)ej

i

]
+ ∆t× ∂U

∂t
(xi, tj)− k

cρ

∆t

(∆x)2
(
(∆x)2

2
× ∂2U

∂x2
(xi, tj)

+
(∆x)2

2
× ∂2U

∂x2
(xi, tj)).

Après simplification de la quatité (∆x)2, factorisons∆t:

ej+1
i =

[
r(ej

i+1 + ej
i−1) + (1− 2r)ej

i

]
+ ∆t

[
∂U

∂t
(xi, tj)− k

cρ

∂2U

∂x2
(xi, tj)

]
.
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Le deuxìeme crochet, qui n’est autre que l’équation de la chaleur initialement posée dans l’́enonće,
est nul. Ce qui nous done l’égalit́e finale:

ej+1
i = rej

i+1 + rej
i−1 + (1− 2r)ej

i

⇒
∣∣ej+1

∣∣ =
∣∣rej

i+1 + rej
i−1 + (1− 2r)ej

i

∣∣
Si r < 1/2, on a:1− 2r > 0 ⇒ |1− 2r| = 1− 2r, alors:

∣∣ej+1
∣∣ ≤ r

∣∣ej
i+1

∣∣ + r
∣∣ej

i−1

∣∣ + (1− 2r)
∣∣ej

i

∣∣

Posons
Ej = max

1≤i≤nx−1

∣∣ ej
i

∣∣

⇒
∣∣ej+1

∣∣ ≤ rEj + rEj + (1− 2r)Ej ⇒
∣∣ej+1

∣∣ ≤ Ej, ∀ 1 ≤ j ≤ nt − 1

Par recurence,
⇒

∣∣ej+1
∣∣ ≤ Ej ≤ · · · ≤ E1 ≤ E0

E0 = U0 − u0 à t = 0, or, d’apr̀es les conditions initiales,U0 − u0 = 0, doncE0 = 0.

∣∣ej+1
∣∣ ≤ 0 ⇒ ej = 0, ∀j et r <

1

2

Donc, la ḿethode explicite converge vers zéro quandr < 1/2.

6.2. Stabilité numérique

On dit qu’un schema nuḿerique est stable si et seulement si au cours des calculs, l’erreur com-
mise d’une it́erationà l’autre (d’une maillèa l’autre) n’infecte pas le calcul suivant. Dans le cas
contraire, le calcul peut exploser et on n’aura pas une bonne convergence. soit l’équation de la
chaleur:

∂U

∂t
=

k

cρ

∂2U

∂x2

La nuḿerisation de cettéequation nous donne la relation matricielle:

U j+1 = AU j ⇒ U1 = AU0

U0 étant donńee par les conditions initiales.




U1 = AU0

U2 = AU1 = A2U0

U3 = AU2 = A3U0

...
U j = AU j−1 = AjU0
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Supposons qu’on introduitU0 par une certaine erreur et on donneU
0





U
1

= AU
0

U
2

= AU
1

= A2U
0

U
3

= AU
2

= A3U
0

...

U
j
= AU

j−1
= AjU

0

Avece0 = U
0 − U0 ⇒ ej = U

j − U j = AjU
0 − AjU0 = Aj(U

0 − U0)

⇒ ej = Aje0

A admet N valeurs propores distinctes (Ref: cours sur les valeurs propres), donc ses vecteurs
propres associés forment une basse (Cf Algèbre 1):





AX1 = λ1X1

AX2 = λ2X2

AX3 = λ3X3
...
AXn = λnXn

λi est la valeur propore associéé au vecteur propreXi. Il existe alorsc1, c2 · · · , cn tels que:
e0 = c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn

⇒ ej = Aj(
N∑

i=1

ciXi) =
N∑

i=1

AjciXi =
N∑

i=1

ciA
jXi =

N∑
i=1

ciλ
j
iXi

ej =
N∑

i=1

ciλ
j
iXi

⇒ ∣∣ej
∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑

i=1

ciλ
j
iXi

∣∣∣∣∣ ≤
j∑

i=1

|ci| ×
∣∣λj

i

∣∣× |Xi|

L’erreur est mâıtrisable si∀, |λi| < 1. Ceci est v́erifié si et seulement si:

max
1≤i≤N

|λi| < 1

Pour la matriceA de cet exemple, les valeurs propres sont données par (voir le cours sur les valeurs
et vecteurs propres):

λi = 1− 4r sin2 iπ

2(N + 1)
, i = 1, · · · , N
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Alors:

|λi| < 1 ⇒ |1− 4r
sin2 iπ

2(N + 1)
| < 1, avecr =

k

cρ
× ∆t

∆x

⇒ −1 < 1− 4r
sin2 iπ

2(N + 1)
< 1

pour:

−1 < 1− 4r
sin2 iπ

2(N + 1)
⇒ r <

1

2
×

[
sin2 iπ

2(N + 1)

]−1

, ∀ i = 1, 2, · · · , N

⇒ r <
1

2
× min

i=1,··· ,N

[
sin2 iπ

2(N + 1)

]−1

Or ∀x, sin2 x ≤ 1 ⇒ sin2 x
a

≤ 1, ∀a > 1 ⇒
[

sin2 x
a

]−1

≥ 1, donc:

min
i=1, ··· , N

[
sin2 iπ

2(N + 1)

]−1

≤ 1 ⇒ r <
1

2

On tire encore une fois que la méthode directe (explicite) est stable sir < 1
2
. Ce qui est en parfait

commun accord avec l’expérience ŕealiśee.

Conclusion

Il est int́eressant de remarquer que l’équation de la chaleur, introduite initialement pour décrire la
conduction thermique, apparaı̂t également dans d’autres branches de la physique théorique. Elle
permet par exemple de décrire :

1. Le ph́enom̀ene de diffusion ;

2. Certains aspects probabilistes du mouvement brownien

Les ḿethodes de ŕesolution de cettéequation sont multiples et diversifiées. Toutefois, il faut
faire attentioǹa la stabilit́e et la convergence de la méthode choisie car, simple et facileà manipuler
qu’elle soit, elle pourrait causer des instabilités inattendues et si on n’a pas la solution analytique
pour faire la comparaison, des confusions pourraient s’engendrer. Il serait sage de payer le cot
de ŕesolution et avoir une ḿethode stable et convergente inconditionnellement que de se contenter
d’une ŕesolution aĺeatoire ( valable pour quelques valeurs particulières) vue qu’elle soit maniable
facilement.
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Chapitre 3

Résolution d’une EDP hyperbolique

1. Enonće:

Soit à ŕesoudre unéequation hyperbolique donnée par:

A
∂2u

∂t2
+ B

∂2u

∂x∂t
+ C

∂2u

∂x2
+ E = 0 (1.1)

1.1. Ŕesolution par la méthode des diff́erences finies:

Sch́ema numérique simplifié

Posonsa = c1 (la célérité),b = 0, c = −1 et e = 0, ce qui nous donne:
∆ = b2 − 4ac = 0− 4(c1)(−1) = 4c1 > 0 carc1 > 0. C’est bien donc unéequation hyperbolique
qui n’est autre que l’́equation d’ondes:

∂2u

∂t2
− c1

∂2u

∂x2
= 0.

Comme les deux d́erivées sont des dérivées secondes, nous utilisons les approximations de Taylor
trouvées dans leśequations1.1 pourétablir le sch́ema nuḿerique de cette EDP. Nous avons donc:

uj+1
i − 2uj

i + uj−1
i

(∆t)2
= c1

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

(∆x)2

⇒ uj+1
i = c1

(∆t)2

(∆x)2
(uj

i+1 + uj
i−1)− 2(1− c1

(∆t)2

(∆x)2
)uj

i − uj−1
i .

Ceci est l’́equation nuḿerique de l’́equation d’ondes. Pour simplifier le schéma, posons:

c1
(∆t)2

(∆x)2
= 1 ⇒ ∆t =

∆x√
c1

.

⇒ uj+1
i = uj

i+1 + uj
i−1 − uj−1

i . (1.2)
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Remark 5. Avec les diff́erences finies, l’équation1.2 est le sch́ema nuḿerique utiliśee pour la
résolution de l’́equation d’ondes∂

2u
∂t2

= c1
∂2u
∂x2 .

Mais, il se pose un problème de mise en oeuvre de ce schéma vu queu est connùa t = t0 = 0 qui
est la condition initiale. Or, pour calculeru à t = ∆t = t1, nous devons connaitre la valeur deu
à t = t−1 = −∆t.

Conditions mixtes:

Connâıtre les valeurs deu à t = −∆t n’est plus un probl̀eme quand nous avons des conditions de
Newmann, de type d́erivée ( une condition sur la vitèsse de propagation):∂u

∂t
(x, 0) = g(x), à t = 0

∂u(xi, 0)

∂t
=

u(xi, ∆t)− u(xi,−∆t)

2∆t
= g(x)

⇒ u1
i − u−1

i

2∆t
= g(xi) ⇒ u−1

i = u1
i − 2∆t× g(xi).

Remplaons-le alors dans l’équation1.2 il vient:

u1
i = u0

i+1 + u0
i−1 − u1

i + 2∆t× g(xi) ⇒ u1
i =

1

2
(u0

i+1 + u0
i−1) + ∆t× g(xi).

Limite de la méthode de diff́erences finies

C’est avec une condition sur la vitèsse, une approximation de quelques variables commeb = 0 et
e = 0, une simplification de l’expressionc1

∆t
∆x

par 1, que nous avons pu résoudre cettéequation
hyperbolique. Toutefois et malheureusement, ce n’est pas tout le temps pareil et la donnée d’une
telle condition de type Newmann n’est pas usuelle. On sera donc souvent bloqué sur la ŕesolution
d’uneéqaution hyperbolique si nous nous inspirons seulement de la méthode des diff́erences finies.

2. Méthode des caract́eristiques:

Il existe une classe d’équations aux deriv́ees partielles dont on peut obtenir les solutions en utilisant
une ḿethode du type ǵeometrique,la méthode des caract́eristique.
C’est une des plus grandes méthodeśenumeŕees en introduction utiliśees pour la ŕesolution des
équations diff́erentielles partielles.
Cette ḿethode des caractéristiques est une technique qui est particulièrement adaptée aux probl̀emes
de transport, elle est utilisée dans de nombreux domaines tels que la mécanique des fluides ou en-
core le transport de particules.
Dans certains cas particuliers, cette méthode peut permettre la résolution purement analytique de
l’EDP. Dans des cas plus complexes comme en modélisation des systèmes physiques, la ḿethode
des caract́eristiques peut̂etre utiliśee comme une ḿethode de ŕesolution nuḿerique du probl̀eme.
la méthode de ŕesolution que nous présentons s’applique aux́equations du premier et deuxième
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ordres avec un nombre des variables supérieurà deux, mais pour la clarté du rapport nous nous
limitons à uneéquation aux deriv́ees partielles de deux variables.

2.1. Pourquoi la méthode des caract́eristiques?

la méthode des caractéristique est simplèa appliquer, et d́emande peu de calculs et le résultat
obtenu est ŕemarquablement précis, contrairement̀a ceux des methodes classiques des différences
finies et de Galerkin.

2.2. Principe

En math́ematique, la ḿethode des caractéristique est une technique pour résoudre les equations
aux deriv́ees partielles, plus genéralement la ḿethode des caractéristiques est valable pour toutes
leséquations leśequations aux deriv́ees partielles hyperboliques.
La méthode consistèa ŕeduire unéequation aux d́erivées partielles̀a une famille d’́equations dif-
ferntielles ordinaires, le long de laquelle la solution peutêtre integŕeeà partir des donńees initiales .
Elle cherche des courbes appelées lescourbes caract́eristiquesou tout simplementles caract́eristiques
le long desquelles l’équation aux d́erivées partielles se réduit en unéequation simplèa ŕesoudre.
La résolution de cette simpléequation sur les caractéristiques nous permet de retrouver la solution
globale du probl̀eme originale sur tout le maillage. comment pouvons-nous trouver les courbes
caract́eristiques ?

2.3. Méthode

En posant∂
2u

∂x2 = uxx, ∂2u
∂t2

= utt et ∂2u
∂x∂t

= uxt et en consid́erant queuxt = utx, l’ équation1.1 prend
la forme:

auxx + buxt + cutt + e = 0. (2.1)

Où a, b, c, e sont des fonctions ne dependant pas deu et non toutes nulles. Posons:

p =
∂u

∂x
= ux, et q =

∂u

∂t
= ut.

=⇒ dp =
∂p

∂x
dx +

∂p

∂t
dt = uxxdx + uxtdt. (2.2)

etdq =
∂q

∂x
dx +

∂q

∂t
dt = utxdx + uttdt. (2.3)

Ce qui nous donne, après addition et soustraction:

(2.2) ⇒ uxx =
dp

dx
− uxt

dt

dx
,

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)

39



A. Taik Cours AN3 LST-MI

(2.3) ⇒ utt =
dq

dt
− uxt

dx

dt
.

Substituons ceśegalit́es dans l’́equations2.1 il vient:

⇒ −auxt
dt

dx
+ buxt − cuxt

dx

dt
+ a

dp

dx
+ c

dq

dt
+ e = 0.

En multipliant cettéequation par− dt
dx

, elle devient:

uxt

[
a(

dt

dx
)2 − b(

dt

dx
) + c

]
−

[
a
dp

dx
× dt

dx
+ c

dq

dx
+ e

dt

dx

]
= 0. (2.4)

Grce aux transformations préćedentes, la ŕesolution de l’́equation2.1 revientà ne ŕesoudre2.4.
On suppose que, dans le planx, t, on d́efinit les courbes de sorte que le premier crochet soitnul.
Sur ces courbes2.1, il est équivalent̀a prendre le deuxième crochet aussiégalà 0.
Posonsm = dt

dx
, donc siam2 − bm + c = 0, alors la solution de l’EDP2.1 peut-̂etre trouv́ee en

résolvant:
amdp + cdq + edt = 0.

Les courbes donńees param2 − bm + c = 0 sont appeĺeesles caract́eristiquesde l’équation2.1.
On se limite dans le cas où b2 − 4ac > 0, ce qui fait donc que l’́equation susmentionnée admet
deux racines distinctes. Chaque point possédera deux courbes caractéristiques dont les pentes sont
les racines de l’́equation pŕećedente.

Comment ŕesoudre une EDP hyperbolique par la méthode des caractéristiques ?.

Stratégie ǵenérale

Nous allons maintenant donner les grandes lignes pour résoudre l’EDP2.1 par une int́egration
numérique le long des caractéristiques. On considère deux pointsP etQ (voir figure1), l’équation
aux d́erivées partielles2.1 étant hyperbolique, il y a deux caractéristiques en chaque point. La
courbe caractéristiqueà droite deP , de pentem+, intersecte celle de gauche deQ, de pentem−
au pointR.
La solution du probl̀eme2.1 peut-̂etre trouv́ee en ŕesolvantamdp + cdq + edt = 0 le long de ces
caract́eristiques.

Exemple

Soit à ŕesoudre l’́equation:
utt = c2

1uxx

On a:a = −c2
1, b = e = 0 et c = 1⇒ b2 − 4ac = 4c2

1 > 0.

am2 − bm + c = −c2
1 + 1 = 0 ⇒ m = ± 1

c1
⇒ m1 = 1

c1
etm2 = − 1

c1
.
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On a pośem = dt
dx

= ± 1
c1
⇒ dt = ± 1

c1
dx

=⇒ ∆t = ± 1

c1

∆x

à t = ∆t, on a alorst− 0 = ∆t = ± 1
c1

(x− xi)
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Figure 3.1: Repŕesentation graphique des caractéristiques

La premieréetape sera de trouver les coordonnées du pointR, pour cela, nous résolvons l’́equation:
∆t = ( dt

dx
)av ∆x = mav∆x sur les arcsPR etQR.

Ecrivons l’́equationamdp + cdq + edt = 0 sous la forme:

aavmav∆p + cav∆q + eav∆t = 0. (2.5)

Commenons par le pointP et puis parQ en utilisant les valeurs de m appropriées. Ceci va estimer
p et q au pointR.
Finalement, ońevaluerau enR dedu = ∂u

∂x
dx + ∂u

∂t
dt, en utilisant la forme:

∆u = pav∆x + qav∆t. (2.6)

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)

41



A. Taik Cours AN3 LST-MI

3. Exercices d’application

3.1. Exercice 1:

Soit à ŕesoudre: 



∂2u
∂t2

= 2∂2u
∂x2 − 4

∂u
∂t

= 0, 0 ≤ x ≤ 1

u(x, 0) =

{
12x, 0 ≤ x ≤ 0.25
4− 4x, 0.25 ≤ x ≤ 1

u(0, t) = u(1, t) = 0

Prendre∆x = 0.25 et∆t = 0.1768

Corrig é

On aa = −2, b = 0, c = 1 et e = 4,

Donc: b2 − 4ac = 0− 4(−2)(1) = 8 > 0, m1 = +2
√

2
4

=
√

2
2

etm2 = −
√

2
2

.

Pour chaque point, nous avons deux caractéristiques:

∆t =
√

2
2

∆x et∆t = −
√

2
2

∆x (voir figure 2).

Calculonsu au pointR2(0.5, 0.1768): On a l’équation

am∆p + c∆q + e∆t = 0,

suivant la droitePR2 puis la droiteQR2 on trouve:




−2

√
2

2
(pR2 − pP ) + (qR2 − qP ) + 4∆t = 0,

2
√

2
2

(pR2 − pQ) + (qR2 − qQ) + 4∆t = 0.

On prend:pP = (∂u
∂x

)P = −4 (car on est̀a droite du pointP ), pQ = (∂u
∂x

)Q = −4, etqP = (∂u
∂t

)P =
qQ = (∂u

∂t
)Q = 0 et on les remplace dans le système pour avoir:

{ −√2(pR2 + 4) + qR2 + 4∆t = 0,√
2(pR2 + 4) + qR2 + 4∆t = 0.

Après ŕesolution de ce système, on obtient:pR2 = −4 et qR2 = −
√

2
2
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Figure 3.2:

Maintenant, ońevalueu au pointR2 à travers ces variations le long de deP → R2.

∆u = pav∆x + qav∆t,

⇒ uR2 − uP = (
pP + pR2

2
)× 0.25 + (

qP + qR2

2
)× 0.1768,

⇒ uR2 = (
−4− 4

2
)× 0.25 + (

0−
√

2
2

2
)× 0.1768 + 3.

⇒ uR2 = 1.9375

En continuant de la sortèa calculer les autres valeurs deu, on remplit le tableau suivant:

x 0 0.25 0.5 0.75 1
u(t = 0) 0.0 3.0 2.0 1.0 0.0

u(t = 0.1768) 0.0 0.9375 1.9375 0.9375 0.0
u(t = 0.3535) 0.0 -1.1875 -0.2500 0.8125 0.0
u(t = 0.5303) 0.0 -1.3125 -2.4375 -1.3125 0.0

Table 3.1: Tableau 1
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Implementation numérique

code:

clear all;clc;
syms a b c e x u;
a=input(’donner la valeur de a:’);
b=input(’donner la valeur de b: ’);
c=input(’donner la valeur de c: ’);
e=input(’donner la valeur de e: ’);
dx=input(’entrer le pas de la discretisation: ’);
delta=b*b-4*a*c; m=(b-sqrt(delta))/(2*a); n=1/dx; N=n;
d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); p=zeros(N+1,n+1);
q=zeros(N+1,n+1); u=12*x; f=diff(u);
u=4-4*x; g=diff(u); y=0:dx:1;
i=1;
for j=1:n+1

d(i,j)=y(i,j);
if(0.25<=d(i,j))

u(i,j)=4-4*d(i,j);
p(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
q(i,j)=0;

else
if(d(i,j)==0)

u(i,j)=12*d(i,j);
p(i,j)=subs(f,x,d(i,j));
q(i,j)=0;

end
end

end for i=2:N+1
for j=2:n

d(i,j)=(d(i-1,j-1)+d(i-1,j+1))/(2);
t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m c ; -a*m c];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1)) ;
-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);
q(i,j)=V(2);
u(i,j)=((p(i,j)+p(i-1,j-1))/2)*(d(i,j)-d(i-1,j-1))
+((q(i,j)+q(i-1,j-1))/2)*(t(i,j)-t(i-1,j-1))+u(i-1,j-1);

end
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for j=1:n+1
if(j==1)

d(i,j)=0;
t(i,j)=t(i-1,j+1)-m*(d(i,j)-d(i-1,j+1));
q(i,j)=0;
A=[-a*m];
B=[-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);

else
if(j==n+1)

d(i,j)=1;
t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);

end
end

end
end mesh(t,d,double(u))

Remarque: B est une matrice qui s’\’ecrit sous la forme B=[v;w]
suite \‘a la longueur du code nous avons tronqu\’es l’expression
de B de m\ˆeme pour l’expression de u

Execution du code:

x 0 0.25 0.5 0.75 1
u(t = 0) 0.0 3.0 2.0 1.0 0.0

u(t = 0.1768) 0.0 0.9375 1.9375 0.9375 0.0
u(t = 0.3535) 0.0 -1.1875 -0.2500 0.8750 0.0
u(t = 0.5303) 0.0 -1.3125 -2.3750 -1.3125 0.0

Table 3.2: tableau 1

Constat

Dans ce cas les caractéristiques donńees par l’equationam2 − bm + c sont des droites.ici nous
avons pris un pas de discrétisation egal̀a0.25.
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3.2. Exercice 2:

Soit à ŕesoudre: 



∂2u
∂t2

= (1 + 2x)∂2u
∂x2 , x ∈ [0, 1]

u(x, 0) = 0

∂u
∂t

(x, 0) = x(1− x)

u(0, t) = u(1, t) = 0

Corrig é

Pour ce probl̀eme,a = −(1+2x), b = 0, c = 1, e = 0. La résolution de l’́equationam2+bm+c =
0 donne:

m = ±
√

1

(1 + 2x)

Les courbes caractéristiques sont obtenues en résolvant leśequations diff́erentielles:




dt
dx

=
√

1
1+2x

,

dt
dx

= −
√

1
1+2x

.

En int̀egrantà partir du point initial de coordonnées(x0, t0), on trouve:




t = t0 +
√

1 + 2x−√1 + 2x0, pourm+,

t = t0 −
√

1 + 2x +
√

1 + 2x0, pourm−.

La figure suivante nous montre les différentes courbes caractéristiques que nous obtenons avec
cetteéquation.

On choisit deux pointsP (0, 0.25) etQ(0, 0.75) et on se propose de chercher la valeur deu dans
leur int́ersectionR qui, apr̀es ŕesolution du système, donne les coordonnéesR(0.4841, 0.1782).

En suite , on ŕesout l’́equation2.5 pour avoirp = ∂u
∂x

et q = ∂u
∂t

.
Après utilisation de deux valeurs dem en chaque point, l’équation2.5 donne le syst̀eme suiv-

ant: 


−1.77341(0.45015)(pR − 0) + (1)(qR − 0.1875) = 0; P → R,

−2.22341(−0.6726)(pR − 0) + (1)(qR − 0.1875) = 0; Q → R.

Après la ŕesolution de ce système, on obtientpR = 0 et qR = 0.1875.
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Au pointP : x = 0.25, t = 0, u = 0; p = (∂u
∂x

)P = 0;

q = (∂u
∂t

)P = x− x2 = 0.8175;

m =
√

1/(1 + 2x) = 0.18765;

a = −(1 + 2x) = −1.5, b = 0, c = 1, e = 0

Au pointQ: x = 0.75, t = 0, u = 0; p = 0;

q = (∂u
∂t

)P = x− x2 = 0.1875;

m = −
√

1/(1 + 2x) = −0.6325;

a = −(1 + 2x) = −2.5, b = 0, c = 1, e = 0

Au pointR: x = 0.4841, t = 0.1783;

m+ =
√

1/(1 + 2x) = 0.7128;

m− = −
√

1/(1 + 2x) = −0.7128

a = −(1 + 2x) = −1.9682, b = 0, c = 1, e = 0

Pour trouver sa valeur au pointR, on calcule la variation deu le long de deux caractéristiques
en utilisant l’́equation2.6.

P → R : ∆u = 0(0.2341) + 0.1875(0.1783) = 0.0334

Q → R : ∆u = 0 + 0.0334 = 0.0334

⇒ uR = 0.0334 + uP = 0.0334 + uQ = 0.0334

Avec∆u = uR − uP .
La repŕesentation graphique préćedente ŕesume les autres valeurs deu dans le maillage.

Impl émentation numérique

clear all; clc;
syms a b c e x u z h;

a=input(’donner la valeur de a: ’);
%
b=input(’donner la valeur de b: ’);
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%
c=input(’donner la valeur de c: ’);
%
e=input(’donner la valeur de e: ’);
%
dx=input(’entrer le pas de la discretisation: ’);
%
n=1/dx; N=n; d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1);
%
w=x.ˆ((1:n+1)’*(1:n+1)); v=x.ˆ((1:n+1)’*(1:n+1));
p=zeros(N+1,n+1); q=zeros(N+1,n+1); u=zeros(N+1,n+1);
delta=b*b-4*a*c; k=(b-sqrt(delta))/(2*a); g=simplify(k);
f=int(g,x); i=1; y=0:dx:1;
%
for j=1:n+1

d(i,j)=y(i,j);
w(i,j)=z-t(i,j);
v(i,j)=int(g,d(i,j),h);
q(i,j)=d(i,j)*(1-d(i,j));
p(i,j)=0;
r(i,j)=subs(a,x,d(i,j));
m(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
u(i,j)=0;

end
%
j=1;
%
for i=2:N+1

u(i,j)=0;
q(i,j)=0;
u(i,n+1)=0;
q(i,n+1)=0;

end
%
for i=2:N+1

for j=2:n
M=w(i-1,j-1)-v(i-1,j-1);
T=w(i-1,j+1)+v(i-1,j+1);
[d(i,j),t(i,j)]=solve(M,T);
v(i,j)=int(g,d(i,j),h);
w(i,j)=z-t(i,j);
r(i,j)=subs(a,x,d(i,j));

Département de Math́ematiques
FST-Mohammedia, (2008)

48



A. Taik Cours AN3 LST-MI

m(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
S1=((r(i,j)+r(i-1,j-1))/2)*((m(i,j)+m(i-1,j-1))/2);
S2=((r(i,j)+r(i-1,j+1))/2)*((-m(i,j)-m(i-1,j+1))/2);
A=[S1 c ; S2 c];
B=[S1*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1)) ;

S2*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);
q(i,j)=V(2);
u(i,j)=((p(i,j)+p(i-1,j-1))/2)*(d(i,j)-d(i-1,j-1))
+((q(i,j)+q(i-1,j-1))/2)*(t(i,j)-t(i-1,j-1))+u(i-1,j-1);

end
%

for j=1:n+1
if(j==1)

d(i,j)=0;
t(i,j)=t(i-1,j+1)-subs(sqrt(1+2*x),d(i,j))...
+subs(sqrt(1+2*x),d(i-1,j+1));
r(i,j)=subs(a,x,d(i,j));
m(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
v(i,j)=int(g,d(i,j),h);
w(i,j)=z-t(i,j);
S2=((r(i,j)+r(i-1,j+1))/2)*((-m(i,j)-m(i-1,j+1))/2);
A=[S2];
B=[S2*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);

else
if(j==n+1)

d(i,j)=1;
t(i,j)=t(i-1,j-1)+subs(sqrt(1+2*x),d(i,j))...

-subs(sqrt(1+2*x),d(i-1,j-1));
r(i,j)=subs(a,x,d(i,j));
m(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
v(i,j)=int(g,d(i,j),h);
w(i,j)=z-t(i,j);
S1=((r(i,j)+r(i-1,j-1))/2)*((m(i,j)+m(i-1,j-1))/2);
A=[S1];
B=[S1*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);

end
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end
end

end

Execution du code:

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.00235 0.0334 0.0209 0.0
0.0 0.0297 -0.0205 0.0017 0.0
0.0 -0.0010 -0.0187 -0.0329 0.0

Table 3.3: tableau deu

Constat:

Dans ce cas les caractéristiques ne sont pas des droites ,la pente m est une fonction enx. Nous
avons pris un paśegalà 0.25.

3.3. Exercice 3:

Soit à ŕesoudre le système d’́equations:




∂2u
∂x2 − u∂2u

∂t2
+ (1− x2) = 0, x ∈ [0, 1]

u(x, 0) = x(1− x), ut(x, 0) = 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0.

Corrig é

On consid̀ere le pointR donńe par l’intersection de la caractéristique de pente positive du point
P (0.2, 0) et la caract́eristique de pente négative du pointQ(0.4, 0). Comparons cettéequation avec
la forme standard:

auxx + buxt + cutt + e = 0,

On trouvea = 1, b = 0, c = −u, e = 1 − x2. On calcule, avant tout, la valeur numérique deu, p
et q au pointP etQ:
avec les conditions initiales,

u = x(1− x),

donc,
uP = 0.2(1− 0.2) = 0.16,

uQ = 0.4(1− 0.4) = 0.24;
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De plus, avec les différentiation des conditions initiales,

p =
∂u

∂x
= 1− 2x,

ce qui nous donne
pP = 1− 2(0.2) = 0.6,

pQ = 1− 2(0.4) = 0.2;

et enfin,

q =
∂u

∂t
= 0.

Alors:
qP = 0 et qQ = 0

pour avoir les coordonńees du pointR, nous devons connaı̂tre la pentem des caract́eristiques.
En utilisant l’́equation :am2 − bm + c = 0, on obtient:

m =
b±√b2 − ac

2a
=
±√4u

2
= ±√u.

Puisquem dépend de la solutionu, nous aurons besoin de trouver le pointR par des approxima-
tions. Pour un premier essai, on utilise des valeurs initiales le long de tout l’arc; i.e, on prend
m+ = +mP etm− = −mQ:

m+ =
√

uP =
√

0.16 = 0.4,

m− =
√

uq = −
√

0.24 = −0.490.

A présent, on peut estimer les coordonnées deR en ŕesolvant le système:




tR = m+(xR − xP ) = 0.4(xR − 0.2)

tR = m−(xR − xQ) = −0.49(xR − 0.4).

Ce qui nous donnexR = 0.310 et tR = 0.044.
Puisqu’on ne connait pasm au pointR, on utilise sa valeur initiale le long de chanque car-
act́eristique pour approximerp et q au pointR en utilisant l’́equation2.5:

am∆p + c∆q + e∆t = 0,

Nous remplacons les contantes connues par leurs valeurs pour chaque caractéristique pour avoir le
syst̀eme suivant:

(1)(0.4)(pR − 0.6) + (−0.16)(qR − 0) +

(
1− 0.04 + 0.096

2

)
(0.044) = 0

(1)(0.490)(pR − 0.2) + (−0.24)(qR − 0) +

(
1− 0.16 + 0.096

2

)
(0.044) = 0
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Après ŕesolution, on obtientpR = 0.399 et qR = −0.246.
Pour une première approximation deu au pointR, on a:

∆u = p∆x + q∆t,

⇒ uR − 0.16 =
0.6 + 0.399

2
(0.310− 0.2) +

0− 0.246

2
(0.044− 0),

uR = 0.2095

Cette approximation áet́e établie en tenant compte de la courbePR, en utilisant les diff́erentes
valeurs dep etq. Toutefois, on pourrait alternativement procéder par la caractéristiqueQR. Ce qui
nous donnerait:

uR − 0.24 =
0.2 + 0.399

2
(0.310) +

0− 0.246

2
(0.044− 0),

⇒ uR = 0.2076 ≈ 0.2095

Impl émentation numérique

clear all; syms a b c e u x;
a=input(’donner la valeur de a: ’);
b=input(’donner la valeur de b: ’);
u=input(’donner la valeur de u:’);
c=input(’donner la valeur de c: ’);
e=input(’donner la valeur de e: ’);
dx=input(’entrer le pas de la discretisation: ’);
n=1/dx; N=n; delta=b*b-4*a*c; m=(b+sqrt(delta))/(2*a);
d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); q=zeros(N+1,n+1);
p=zeros(N+1,n+1); f=diff(u); i=1; y=0:dx:1; for j=1:n+1

d(i,j)=y(i,j);
u(i,j)=d(i,j)*(1-d(i,j));
m(i,j)=sqrt(u(i,j));
p(i,j)=subs(f,x,d(i,j));
q(i,j)=0;
h(i,j)=subs(e,x,d(i,j));
r(i,j)=subs(c,x,d(i,j));

end
j=1;
for i=2:N+1

u(i,j)=0;
u(i,n+1)=0;
if(mod(i,2)==0)

for j=2:n+1
A=[1 -m(i-1,j-1) ; 1 m(i-1,j)];
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B=[t(i-1,j-1)-m(i-1,j-1)*d(i-1,j-1)...
+ t(i-1,j)+m(i-1,j)*d(i-1,j)];
K=A\B;
t(i,j)=K(1);
d(i,j)=K(2);
u(i,j)=d(i,j)*(1-d(i,j));
m(i,j)=sqrt(u(i,j));
h(i,j)=subs(e,d(i,j));
r(i,j)=subs(c,x,d(i,j));
S1=(h(i,j)+h(i-1,j-1))/(2);
S2=(h(i,j)+h(i-1,j))/(2);
A=[a*m(i-1,j-1) r(i-1,j-1)-a*m(i-1,j) r(i-1,j)];
B=[a*m(i-1,j-1)*p(i-1,j-1)+r(i-1,j-1)*q(i-1,j-1)...
-S1*(t(i,j)-t(i-1,j-1))-a*m(i-1,j)*p(i-1,j)...
+r(i-1,j)*q(i-1,j)-S2*(t(i,j)-t(i-1,j))];
K=A\B;
p(i,j)=K(1);
q(i,j)=K(2);
u(i,j)=((p(i,j)+p(i-1,j-1))/2)*(d(i,j)-d(i-1,j-1)) ...
+((q(i,j)-q(i-1,j-1))/2)*(t(i,j)-t(i-1,j-1))+u(i-1,j-1);

end
for j=1:n+1

if(j==1)
d(i+1,j)=0;
t(i+1,j)=t(i,j+1)-m(i,j+1)*(d(i+1,j)-d(i,j+1));
m(i+1,j)=0;
r(i+1,j)=subs(c,x,d(i+1,j));
h(i+1,j)=subs(e,x,d(i+1,j));
S2=((h(i+1,j)+h(i,j+1))/2);
A=[-a*m(i,j+1)];
B=[-a*m(i,j+1)*p(i,j+1)+r(i,j+1)*q(i,j+1)...
-S2*(t(i+1,j)-t(i,j+1))];
K=A\B;
p(i,j)=K(1);

else
if(j==n+1)

d(i+1,j)=1;
t(i+1,j)=t(i,j)+m(i,j)*(d(i+1,j)-d(i,j));
m(i+1,j)=0;
r(i+1,j)=subs(c,x,d(i+1,j));
h(i+1,j)=subs(e,x,d(i+1,j));
S1=((h(i+1,j)+h(i,j))/2);
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A=[a*m(i,j)];
B=[a*m(i,j)*p(i,j)+r(i,j)*q(i,j)...
-S1*(t(i+1,j)-t(i,j))];
K=A\B;
p(i,j)=K(1);

end
end

end
else

if(mod(i,2)˜=0)
for j=2:n

A=[1 -m(i-1,j) ; 1 m(i-1,j+1)];
B=[t(i-1,j)-m(i-1,j)*(d(i-1,j))...
+ t(i-1,j+1)+m(i-1,j+1)*(d(i-1,j+1))];
K=A\B;
t(i,j)=K(1);
d(i,j)=K(2);
u(i,j)=d(i,j)*(1-d(i,j));
m(i,j)=sqrt(u(i,j));
h(i,j)=subs(e,x,d(i,j));
r(i,j)=subs(c,x,d(i,j));
S1=(h(i,j)+h(i-1,j))/2;
s2=(h(i,j)+h(i-1,j+1))/2;
A=[a*m(i-1,j) r(i-1,j) -a*m(i-1,j+1) r(i-1,j+1)];
B=[a*m(i-1,j)*p(i-1,j)+r(i-1,j)*q(i-1,j)...
-S1*(t(i,j)-t(i-1,j))-a*m(i-1,j+1)*p(i-1,j+1)...
+r(i-1,j+1)*q(i-1,j+1)-S2*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
K=A\B;
p(i,j)=K(1);
q(i,j)=K(2);
u(i,j)=((p(i,j)+p(i-1,j))/2)*(d(i,j)-d(i-1,j))...
+((q(i,j)+q(i-1,j))/2)*(t(i,j)-t(i-1,j))+u(i-1,j);

end
end

end
end

Execution du code:

Constat:

On constate quem est une fonction qui d́epend de la solutionu. Nous avons pris un pas de
discŕetisationégalà0.2.
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0.0 0.1600 0.2400 0.2400 0.1600 0.0
0.0 0.1600 0.2096 0.2435 0.2049 0.1600
0.0 0.2096 0.2228 0.2166 0.2049 0.0
0.0 0.0415 0.02346 0.2233 0.2166 0.1831
0.0 0.0636 0.2143 0.2233 0.1897 0.0
0.0 0.149 0.0594 0.2143 0.2289 0.1880

Table 3.4: valeurs deu

3.4. Exercice 4

Soit à ŕesoudre le système d’́equation :




∂2u
∂t2

= c2 ∂2u
∂x2 , x ∈ [0, 2] ,

u(0, t) = u(2, t) = 0,

∂u
∂t

(x, 0) = x(1− x), 0 < x < 2,

u(x, 0) = 2x 0 < x < 1,

u(x, 0) = 2(2− x) 1 < x < 2,

La solutionéxacte est donńee par :

u(x, t) =
16

π2

∞∑
n=1

(−1)n−1sin((2n− 1)πx
2

)cos((2n− 1)πct
2

)

(2n− 1)2
.

Impl émentation numérique

Code:

clear all; clc;
syms a b c e x k; cla=0;clb=2;
k=input(’donner lavaleur de k: ’);
a=input(’donner la valeur de a: ’);
b=input(’donner la valeur de b: ’);
c=input(’donner la valeur de c: ’);
e=input(’donner la valeur de e: ’);
dx=input(’entrer le pas de discretisation: ’);
n=(clb-cla)/dx N=n; delta=b*b-4*a*c; m=(b-sqrt(delta))/(2*a);
d=zeros(N+1,n+1); t=zeros(N+1,n+1); p=zeros(N+1,n+1);
q=zeros(N+1,n+1); y=0:dx:2; u=2*x; f=diff(u); u=2*(2-x);
g=diff(u); i=1; for j=1:n+1
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d(i,j)=y(i,j);
if(1<=d(i,j))

p(i,j)=subs(g,x,d(i,j));
u(i,j)=2*(2-d(i,j));
q(i,j)=0;

else
if(d(i,j)<1)

p(i,j)=subs(f,x,d(i,j));
u(i,j)=2*d(i,j);
q(i,j)=0;

end
end

end j=1;
for i=2:N+1

u(i,j)=0;
q(i,j)=0;
u(i,n+1)=0;
q(i,n+1)=0;

end
for i=2:N+1

for j=2:n
d(i,j)=(d(i-1,j-1)+d(i-1,j+1))/(2);
t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m c ; -a*m c];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1)) ;

-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
V=A\B;
p(i,j)=V(1);
q(i,j)=V(2);
u(i,j)=(((p(i,j)+p(i-1,j-1))*(d(i,j)-d(i-1,j-1)))/2)...

+(((q(i,j)+q(i-1,j-1))*(t(i,j)-t(i-1,j-1)))/2)+u(i-1,j-1);
end
for j=1:n+1

if(j==1)
d(i,j)=0;
t(i,j)=t(i-1,j+1)-m*(d(i,j)-d(i-1,j+1));
A=[-a*m];
B=[-a*m*p(i-1,j+1)+c*q(i-1,j+1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j+1))];
p(i,j)=A\B;

else
if(j==n+1)

d(i,j)=2;
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t(i,j)=t(i-1,j-1)+m*(d(i,j)-d(i-1,j-1));
A=[a*m];
B=[a*m*p(i-1,j-1)+c*q(i-1,j-1)-e*(t(i,j)-t(i-1,j-1))];
p(i,j)=A\B;

end
end

end
end

mesh(t,d,double(u))

Execution du code:

0.0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 1.5000 1.0000 0.5000 0.0
0.0 0.5000 1.0000 1.0000 1.5000 1.5000 1.0000 0.5000 0.0
0.0 0.5000 0.5000 1.0000 0.5000 1.0000 1.0000 0.5000 0.0
0.0 0.0 0.5000 0.0 0.5000 0.0 0.5000 0.5000 0.0
0.0 0.0 -0.5000 0 -0.5000 0.0 -0.5000 0.0 0.0
0.0 -0.5000 -0.5000 -1.0000 -0.500 -1.0000 -0.5000 -1.0000 0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.0000 -1.5000 -1.0000 -1.5000 -0.5000 0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.5000 -1.5000 -2.0000 -1.0000 -1.5000 0.0
0.0 -0.5000 -1.0000 -1.5000 -2.0000 -1.5000 -2.0000 -0.5000 0.0

Table 3.5: valeurs deu

4. Conclusion

La résolution nuḿerique deśequations aux d́erivées partielles restent un défit à relever, il ex-
iste des ḿethodes nuḿeriques qui permettent la résolution des EDPs telles que la méthode des
diff érences finies et la ḿethode des caractéristiques, nous avons remarqué que pour quelques
équations aux d́erivées partielles l’́equations d’onde par exemple, la méthode des diff́erences finies
posait probl̀eme, il fallait simplifier certains termes et ajouter une condition supplémentaire (con-
dition mixte ou de Neumann) et la donnée d’une telle condition n’est pas usuelle, on sera sou-
vent bloquer sur la ŕesolution d’uneéquations hyperbolique si nous nous inspirons seulement
de la ḿethode de diff́erences finies; il fallait trouver une autre méthode entre autre la ḿethode
des caract́eristiques, cette dernière est simplèa appliquer et donne une bonne approximation con-
trairementà la ḿethode des diff́erences finies. Nos résultats obtenus correspondaientà ceux des
manuels utiliśes tandis que le graphe de la solutionéxacte n’́etait pas identiquèa celui des valeurs
approch́ees, ce qui met en doute nos résultats nuḿeriques. Mis̀a part ces d́esagŕements, nous avons
trouvé ce travail tr̀es int́eressant et fructueux, par ce travail nous avons maitrisé l’outil Matlab, nous
avons su que les EDPs hyperboliques sont utilisées en acoustique, océanographie, ḿet́eorologie.
En plus de cela ce travail nous a permis de connaitre qu’il existe plusieurs méthodes nuḿeriques
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qui permettent d’approcher uneéquation aux d́erivée partielles mais qu’elles sont limitées, ce qui
nous conduit̀a affirmer qu’il n’existe pas une ḿethode nuḿerique universelle pour approcher la
solutionéxacte.
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